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Sciences Mathématiques 
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haine de MF. Simonart. i 
wie J! Touchard présente une note sur Une neat cil des fonckious cotg x et px. 
M.-F. Simonart présente une note sur Les systèmes R orthogonaux. 


Den: le Ve R. d’Adhémar présente un mémoire intitulé : Théorie du ent 
oran des projectiles. Les équations de Muyevski. Les divers amortissements. 


M. R. Germay présente un travail intitulé : Fonctions associées aux fonctions de > 
Riemann d’un système différentiel linéaire. — Application à l'intégration d'équations 

a _ linéaires aux dérivées partielles du premier ordre (2™° note). 

- M. R. Ballieu présente une note intitulée : Contribution à l'étude de l'univalence 

_ locale des fonctions holomorphes. 

k $ Le R. P. F. Goreux présente une note sur La géométrie des sous-espaces. 


Ces travaux paraitront dans les Annales. f 


PPP 


Soient 


(4) 


f(x) = z het, g(a) Bri 5s 


décrit de ua comme nel et ant à la relat 


@ | af <i = gl) fle) + Kae 
Les intégrales 


i x” f(a) dx , jae * g(a) da , Fa h@de, 


ont un sens pour (a) >0 et sont prolongées dans tout le plan par les — 
séries — 


) ae ne 7 nes Sy UN 5 re 
(3) iO) = ee G(a) = x ni K(a) = Ee | 
de plus, quand a éloigne à l'infini sur un contour quelconque, ne i 
s’approchant pas indéfiniment des pôles — n, les produits aF(a), pe 
aK (a), tendent vers les limites respectives f(4), g (1) et k(1). 

Intégrons p fois, par parties, l’intégrale qui représente F(a), en 
supposant (a) >0; il vient 


= (—4)? da 
Dr RO ge ee D ES 
ou R(a) désigne la fraction rationnelle, d’ordre p, 
2. fG) Sie (— 1)?" 
°) A) ee wu RENE 
(Er (0) a aa+Dt ate ay, ee D DE 
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Lu "ae 


Se 


Pa 


Servons-nous ensuite de la relation (2) et nous aurons 


0 


(6) : TP 1 FO) (>) de = i at?) kar) da + i at? gx) f(x) dx = 
0 


ete = Lu a AyMy_a i ooo oe AM, 
cé me ee 


Or, cette dernière série peut s’écrire 
(7) MPa Ep) LEGS pe T1) + F(a+p+2)+ 


et, si on substitue cette expression dans (6), puis le résultat dans (4), on 
obtient une équation fonctionnelle à laquelle satisfait la fonction F(a). 


“A cette équation fonctionnelle on peut donner une forme plus simple, car 
: l'expression (7) est la somme des résidus de G(w) F(a + p — wu), relatifs 


à tous les pôles de G(u). Ges pôles sont, dans le plan de la variable wu, 
à l’origine et à gauche de l'origine ; ceux de F(a + p — u), savoir 
u=at+p,at+tp+1,... sont, au contraire, l’un sur la parallèle à l'axe 
imaginaire, d’abscisse p + {R (a), les autres à droite de cette parallèle. 
Si done ABCD est un rectangle, AB parallèle à l’axe imaginaire et 
d’abscisse y, 0 < y <<p + R(a); BG et DA parallèles à axe réel et de 
part et d’autre de cet axe ; CD parallèle à l'axe imaginaire, ne passant par 
aucun pôle et d’abscisse égale 4 —<, l’expression (7) est égale a 


1 


Ont 


G(u) F(a + p — w) du. 
ABCD 
On peut maintenant rejeter à l'infini les côtés BC et DA ; la fonction 
G(u) F(a + p — u) se comportant, pour w= 2, comme u—?, d’après ce 
qui a été dit plus haut, on obtient ainsi l’équation intégrale 


A) . 
F(a) = Ro) + ey ep KO 
{8) 4 aie th” Fa ps 
A Citer CAGE RAT 


qui subsiste pour R@)>—p,eto0o<Y<p+ R (a). 
Dans les limites de cette derniére intégrale, remplagons le nombre 


a ati y ; 
réel y par le nombre réel ou complexe 25 , dont l’abscisse est aussi 


comprise entre o et p + Ra) ; faisons en outre le changement de variable 


“= 15e + iz ; l'équation (8) s’écrit en définitive sous la forme 


. a 
EN: | ae = pe « 
—~— ~ > TE “EU” het + 
bo Jr = . i 
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on fera, sr. Ken BB Lu. a > pu 
ar p AK =1, vint  f@)- = cotg ey = css Cs 


wnt noi LE Bibs 


Th D fonction n ped ie Weierstrass RAT léquati 
à LE Rp te Ni 7" caja a 

eno) > ORR + be eo 

| | Mazen MELLE Ex FE ra fn 1 
nous supposerons de plus les parities Qu et Qw' de pr ae mr | 
période de module minimum, 2mw Teva ait son module > 1 39 is | 
Soit alors, d’une part, — Hg UE 


C(a) =[ ax cotg x dx , Ra) > 0 


on fera, im 


3s cote: 1 | | 
= Gat G@EDGLY”’ 0 


et, d’autre part, — 
1 ’ 
P(a)= { a*"pade, Ra>0; 
0 
| LORS ky con | 
a+2 (a+2)(a+3) 2 (a+2)(a+3)(a+ 4 | 


la formule (9) nous donne, pour les deux fonctions C(a) et Pia), lesa 
équations intégrales, valables pour (a) > 0, | 


C(a) = x(a) + seul. ($+ iz) C es = ix) dz 


p(a)= 


et 
= 1 + a : . a : 
P(a) = Dae . (a+ %) (a+ 3) es p(s a iz) p(S — iz) EA 


qui faisaient l’objet de la présente communication. 


Birpitvinns noires viel 7 sd 


et partons de l'équation différentielle pire a bia 

HE" CORRE 1 3700 Y Oe RE 
So si ab. sn"u = 2 k?snu — (1 + k*) snu , nés sbriaiét 

nous obtiendrons l’équation fonctionnelle p 47,4 ST 


À valable pour 


d—iæ 


1+ h _ snd sn'1 | 

Sa) + “at Poe a+ =" sage ong pe ina 
ood Tree, dtie 

a) Dit aa FD) SG) du Î | MANETTES 


RKRa)>0, O0<1<2+R@, 0<d<2-14+ Kia). 


SUR LES RESEAUX R ORTHOGONAUX 
Note de M. Fernand SIMONART 


1. Le nom de surface R a été donné par M. A. Demoulin (’) à une. 
surface qui posséde au moins un réseau R, c’est-a-dire un réseau conjugué 
dont les tangentes engendrent des congruences W. Nous considérerons 
spécialement les surfaces R sur lesquelles les lignes de courbure forment 
un réseau R. Tel est le cas des surfaces pseudosphériques. 

L’introduction des surfaces R est liée au probléme de Moutard- 
Guichard sur la détermination des congruences W ayant une nappe focale 
S donnée à priori. De ce problème, Guichard (*) (1890) a donné une solu- 
tion qui dérive d’une transformation de Moutard relativement à une 


. équation de même nom à partir d’une intégrale particulière ; la seconde 


(1) A. DEMOULIN, Sur les surfaces R et les surfaces Q, C. R. t. 158, p. 590. 
(2). L. BrANcHI, Lezioni, VII, p. 52. 


> ae 


i 


nappe focale s’obtient alors au moyen de trois quadratures. Mais comme 
l'a montré M. Fubini () (1919) et, après lui, M. Jonas (*) (1920), on peut 
se débarrasser de toute quadrature si l’on parvient à une solution du 
système différentiel linéaire 

da 12 2 LG 3 an A1 

wy L1 TAN du 9 
La méthode de M. Jonas n’est d’ailleurs qu’une transformation analytique 
de la méthode de Guichard (°). 

On retrouve rapidement ces relations ainsi que les équations de la 
seconde nappe focale en appliquant les résultats généraux de la méthode 
cinématique (*) que nous avons fait connaitre en 1933. C’est donc de ce 
problème que nous aurons d’abord à nous occuper pour en déduire 
ensuite les caractères analytiques des surfaces R et, en particulier, des 
surfaces possédant un réseau R orthogonal. 


=O’. 


2. Considérons sur S une famille de courbes définies par l’équation 
différentielle 
mdu + n dv = 0 (1) 
et cherchons sous quelles conditions la congruence de leurs tangentes est 
W. Pour cela, il faut et il suffit que la tangente (du, dv) en tout point 
P(u, v) d’une courbe (1) soit perpendiculaire à la direction (x, y, z) dans 
laquelle se déplace le point P dans une déformation infinitésimale de S, 
ou que l’on ait r 
Zxdæ=— 0 
ou encore = 
Lae, du-+lan,dvy=— (0. (2) 
L’élimination de du, dv entre (1) et (2) donne 
Lex, =m, Lax,=n. (3) 
Introduisons la variable auxiliaire / définie par 
Led (4) 


Les conditions cherchées se confondent avec les équations de la déforma- 
lion infiniment petite de S, savoir (*, p. 279) 


F. Fusint, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. 48, 1919, p. 29. 

H. Jonas, Ueber die Konstruction der W-Kongruenzen, Jahresber. B. 29, 1920. 
A. Van Dorp, Over W-Stralencongruenties en R-Oppervlakken. Groningen 1930. 
V. Van Boucnour, Congruences W, Recherches du Sém. de math. Louvain 1934. 


(©) 
(?) 
() 


(*) F. Stmonart, Sur le rôle des opérateurs généralisés de Beltrami, Bull. Ac. R. Belg. 


XLX, 1933. 


HA 4 ES x A : . . Pie a a 
Voir aussi notre Cours de géométrie infinitésimale, Méthode cinématique, § 24, 1938. 


SR SR PNR 


== 94 — 
m= pm— qu IL, | 
n,— p'm— q'n— N=0, (5) 
Mm+n, — 2p'm — %q'n —2M—0. 
On peut encore substituer 4 la derniére les deux suivantes 


m,—pm—qn—Ml= Hg, 


Nu —pm—gn—Ml= Ho, ) 
p désignant la fonction caractéristique de Weingarten pour S, de sorte que 
m,—n,=2Hq. (7) 


Soient æ,, y,, 2, les coordonnées du foyer associé au foyer P(x, y, 2). 


- Du système linéaire homogène 


Z(æ —zx)\=0, Z(æ —x)x—=0 
on tire d’abord 


+) 


4 - «= 
Li péenen tisse ue), 
ensuite, compte tenu de (3), 


x, = x + i (AE RE) 
enfin, eu égard à (7), 


xv, = X — (na, + ma) . (8) 


8. Les formules obtenues se simplifient si les asymptotiques de S sont 
prises comme courbes coordonnées (L = 0, N= 0). Dans ce cas, m et n 
doivent vérifier le système 

m,—pm—qn=O0, 
" ie oe 6 (9) 
m,—pm—qn=G6. 

Faisons 

m = e°b, n = a, (10) 
la fonction 9 étant définie par les équations 
0% — p x 0, moe, gis 
compatibles en vertu de l’identité bien connue 
Py = qi, £ 
On a d’ailleurs les relations 


_de 12) pe A des colon ae Ce feats essentiel, ¢ 
est lié à présent, de la manière la plus simple, au problème de la éfor- 
_ mation infinitésimale d’une surface. “6 e Wiz salina > 


4. On vient de voir que sous les conditions A1), les tangentes al oa 


courbes de la famille aol LE - 
|  Obdutad=0, (18) 
engendrent une congruence W. Appliquons ce résultat mes courbes | 
con) uguées de (13) définies par l’é équation \ 
n bdu—adv=0, : \ . 
ce qui introduit les restrictions nouvelles | . = 
a, + p"b=0, bt+qa=0, ~~ (A) 
De (41) et de (14) on déduit 
i= 0), DR 
FRS à 1e DV 
U désignant une fonction de « seul, V de v seul. L’é équation (13) s'écrit 


LUE +) =0. 


_ Un changement de paramètres sur les asymptotiques w, v, transforme 
cette dernière équation dans la suivante 


R (du + dv) = 0 
et les conditions (11) s’écrivent 
Ros" Oe Ro = qh = 0% 
ce qui entraine 
Pu= Ws (15) 


pour un choix convenable des paramètres sur les asymptotiques. C’est la 


434 : 


ever by oe ast} 


reece 10 (p= a ute oe (47) ; . 


iibeos =u 


< tH), == 4, (los ar), = 3 gt x. me Ne 


ce Tes Io 


que doivent vérifier les coefficients E, POUVRS M,N des deux formes 
fondamentales. 


Rappelons aussi que l’on a. identiquement (18) sur R 


Be Seo (19) 
_ Ou, ce qui en revient au même, Ir FA 
‘4 Dh 4 ref hou (20) a 


a Si Pou veut que les frees a courbure forment un réseau eS il Pont 
 adjoindre aux équations précédentes la condition — at Pris | 


6 Er G , 

4 Ee sorte que E, F, G doivent vérifier le systéme différentiel 

oe WB Gyoiiiny phssig, soo ouppeealgges Sreone sek) 

4 Il en est ainsi des surfaces pour lesquelles on a identiquement WOT AE) 0 
3 p=0, C03 | 

_ c'est-à-dire des surfaces pseudosphériques ou encore des surfaces sur 


lesquelles les asymptotiques découpent un réseau de Tchebychef, les trois 
équations (21) étant alors identiquement vérifiées si l’on fait choix des 
paramètres canoniques sur les asymptotiques. nbtatr 


it ea! SL 


6. Plus généralement, supposons que l’on ait 


ui : iG =a (22) 


U étant une fonction de wu seul. La courbure totale K qui est donnée par 


‘nee cna 3) 


; ie. détermination analyti ique is ces sur vi 
solutions 6, d’une ee à Moutard telles qu 
ER wv). ou à 2h nt te ce 


’ 


peuvent s ANA sous Ps aie 


Les équations (22) en E et F s’écrivent, en effet, | "aa ae up 


“EE —FE.=0, 7 
ER — FR US 
Pes ON | 
On en déduit 
Ke i : 
V désignant une fonction de v seul. De là 
Rd : if 
Kk = Glo 


Il faut encore exprimer que ces valeurs vérifient la troisiéme équation 
(21). Pour simplifier les calculs, on posera 


U = U; 5 V = A > 
de sorte que 


Rial a et F — Vi UAV (24) 


En introduisant ces valeurs dans la condition P, =, On trouve, pour 
déterminer U, et V,, l’équation 


Na on 
ur(4 = 1) 0 (5) 
dont la solution générale est donnée par | | 
U, = au + b (ob = ete) 


et un choix arbitraire de la fonction V, de v seul. 


‘: ae AE Hate. 
fa so ici les valeurs de a0 pour lesquelles on aurait, 
‘ | ? 


Bolle aH ei Fila wn à 


la surface cherchée se réduisant alors à une développable isotrope. 
On écartera aussi la valeur a— 0, qui laisserait F MERE at pour 
aquelle on aurait | 


De Rr ae K=—6e #00 7% x ‘ 


Pour un choix convenable des paramètres sur les asymptotiques, la surface 
est définie, 4 une translation et une symétrie prés, par 


E 208 F= cos w , C=T, 
4 L=0, M=~r sinw, N05 
* | Wu = 7 SM W. 


= Ce sont précisément les équations des surfaces pseudosphériques rappor- 
| tées à leurs asymptotiques uw, v. 
Dans le cas général, les coefficients des deux formes fondamentales sont 
_donnés par 


; E— Vem, DS LR OY om, 

i ; a 

ca peg « M=Vsinw, N=0., (26) 
4 | RUE À 5 

VEG a 


7. Les propriétés des surfaces R de la classe considérée plus haut 
_ résultent des formules (26). 

La dernière exprime que l’angle w des asymptotiques u,v, est une 
… fonction de v seul : les asymptotiques v coupent une asymptotique parti- 
 culiére « sous un angle constant. 


La } À A 1 . 
Dans le cas actuel, la courbure géodésique Be d’une asymptotique u 
Uu 


au point (w, v), déterminée par la formule 


ae eee 


est identiquement nulle : les asymptotiques « sont des géodésiques de! Ja 
surface. 1 ya, 110s 

Une surface R de la famille est minima sous a condition F =0 ou 
V' =0. Faisons V —1 dans (26). Le ds* de R est réductible à la forme 


ds? = e® (du? + dv"). 


Les asymptotiques tracent sur R un réseau À hangnal ef isotherme ; dès 
lors, les asymptotiques v sont des cercles géodésiques. La ae est 
ainsi rattachée à la famille des surfaces D contenant deux systèmes de 
cercles géodésiques orthogonaux. Un calcul simple montre encore qu’en 
chaque point de R les lignes de courbure ont même courbure géodésique. 


8. Les résultats précédents nous introduisent dans l’étude des surfaces 
minima possédant un réseau R orthogonal. 
Les équations du probléme sont, a présent, 


Et" F= 0; eee TOR ae 


la relation p}, —q, se réduisant à une identité. Compte tenu des deux 
autres, la dernière équation (27) s’écrit 


(log E),,, = (log E), . (28) 
Effectuons le changement de variables indépendantes défini par 
vtu=u, yv—u=U, (29) 


ce qui revient à rapporter la surface R à ses lignes de courbure w, ve 
L’équation transformée de (28), 


a pour intégrale générale 
Re 1 Ve 
-U étant une fonction de wu seul, V de v et le ds* de R, rapportée à ses 
lignes de courbure wu, v, a la forme caractéristique 
ds* = UV (du? + dv*). (30) 


Les paramètres w,v étant isothermes, on est ramené aux équations 
classiques | 
b= UE _F—0, T= Uy. 
L = 4 - M = 0 2 N ni + 


la fonction UV vérifiant l'équation de Gauss 


log” U + log” V = v 


Mage 


sa si te 


| ws 
H Hoi bn sat ini 


ee fe = te) 


s = 


| du BE Oy 
jai M=0, Lg 


9. Des lignes de courbure, wu sont des géodésiques, v des cercles géodé- 
siques. Les tangentes aux lignes wu engendrent une congruence W normale. 
Suivant un théoréme de Weingarten, les surfaces de la famille sont 
applicables sur des surfaces de révolution. 

Pour déterminer celles-ci, on fera sur les lignes u le changement de 
a paramètre 


4b 
ns chau/u , 


ce qui ramène le ds? à la forme canonique 
2 


ds = ee du? + u° dv? 


A La cote 2(u) de la surface de révolution est alors définie par l’équation 
_ différentielle 
uw? 


au? — À 


DRAC ln, 


est l'équation du méridien cherché dans le plan des (z, u). Le caténoide 
correspond aux valeurs + 1 du paramètre a. 

Les quelques exemples rencontrés ici ont montré l’intérêt que présente 
l'étude des surfaces possédant un réseau R orthogonal. Des cas plus 
généraux, tels celui des surfaces D et celui des surfaces isothermiques ou 
même des surfaces W, peuvent être proposés en liaison avec les con- 
gruences W qui leur sont associées. 


1A+2?7— 


? 


et 


pO RS 


roe ke 
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LIX, I 2 


M. ROBERT d’ADHÉMAR à À, 


j 
' 
+: 


~ 


Je conserve toujours les mêmes notations, et les 
rence. Au céntre de gravité du projectile, nous avons le t Grey 
coincide avec l’axe de figure. Le séns d'orientation est le sens direct, le 


‘sens inverse ‘de celui des aiguilles d’une montre. La rayure est à gauche. 


Le premier moment M, est celui des forces extérieures par rapportà | 


Gx. Le deuxième moment M, est celui des forces extérieures par rapport 
à Gy. Le troisième moment ML est le moment des forces extérieures par 
rapport à Gz. L 


Le plan de référence OHN est un plan perpendiculaire sur la tangente 


de la trajectoire, en avant, la distance GO étant égale à 1. 

La vitesse de rotation imprimée par les rayures est Q ; w est la vitesse 
réduite. La fonction P)(é) se déduit immédiatement de Vexpression du 
premier moment. La fonction J ({) représente la valeur absolue dela 


vitesse d’abaissement de la tangente. La fonction Q (4) est la fonction de 
Mayevski, et l’on a : 


| T 


4. "LES ÉQUATIONS DE MAYEVSKI. 


Les équations du Général Mayevski ont une réelle importance, mais je 


ne dis pas: une importance exclusive. Il serait difficile de les oublier, , 


d’abord au point de vue historique, ensuite parce qu’elles constituent un 
élément fondamental de comparaison. 


Au point de vue historique, la théorie de Mayevski est le,premier.grand 
effort, la première intuition solide. Les premiers travaux de Magnus de 


À 


\ 


\ 


— 19 — 


_ Sparre n’a jamais cessé — mais avec quelle originalité — de ‘faire usage 


de la fonction Q de Mayevski, ses théories habiles et variées étant, naturel- 
lement, de plus en plus éloignées de la ‘théorie primitive de Mayevski. 


Je reproduis ici une conclusion de M. de Sparre : « Remarquons que 


les deux équations différentielles auxquelles nous sommes arrivés... ne 
diffèrent pas au fond de celles obtenues par le Général Mayevski(!).. » 
Ceci a été écrit en 1875. Consultons maintenant le Mémoire publié en 
1891 (page 85). Les équations (44) et (15) sont équivalentes aux équations 
de Mayevski (?). 
Les équations de Mayevski ont été employées par tous les balisticiens, 
le Général Zabudski, le Docteur Cranz, etc. 
_ Nous retrouvons partout la fonction Q de Mayevski; c'est un fait. Je 


voudrais montrer que les équations de Mayevski sont un élément de com- 


Vs. 


=} 


paraison, de classification, indispensable. 

Les équations de Mayevski ont été retrouvées par M. Burzio, par une 
méthode très brillante (*). M. Burzio emploie les méthodes modernes de 
la Mécanique et il obtient les équations de Mayevski par l’emploi judicieux 
du théorème du moment cinétique. 

Regardons bien sa démonstration, qui est reproduite, aux notations 
près, dans l’un de mes Mémoires (*), et nous découvrirons — c’est capital 
— les hypothèses, plus ou moins cachées, admises par M. Burzio. 

1° La Dérivation est négligée. A ce point de vue, l’accord est général ; 
c’est normalement la première approximation. Mais on oublie parfois de 
dire qu'il s’agit du tir de plein fouet ou du tir sous un angle nettement 
moindre que 90°, avec une vitesse initiale assez grande. Si le tir est courbe, 
le fait de négliger la Dérivation pourrait être critiqué. 

Yo M. Burzio suppose que l’on a : 


(2) p= 2 = const. 


Cette approximation peut être admise sans aucune difficulté. 
3° Il y a autre chose, et ceci ne peut être admis à priori. M. Burzio 
emploie un mode d’approximation classique, quiconsiste dans la confusion 


(‘) Mouvement des projectiles oblongs dans le cas du tir de plein fouet, Gauthier- 
Villars, 1875, page 395. C’est le premier Mémoire du COMTE DE SPARRE. 

(2) COMTE DE SPARRE, Sur le mouvemenc des projectiles dans l’air, Annales de la Soc. 
sc. de Bruxelles, 1891. | ré 

(3) Fizippo Burzio, Recherches sur la rotation des projectiles, Mémorial de l'Artillerie 
Francaise, 1927. Ce travail est le résumé de plusieurs travaux antérieurs. Pre 

(4) Étude de l’approximation et de la stabilité, Annales de la Société scientifique de 


Bruxelles, 1936, A. 
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de l’axe de figure et de Paxe du moment cinétique. Que vaut ce mode 
d’approximation ? 

4° Il y a encore, dans la théorie de M. Burzio, une hypothèse qui n ’est 
même pas mentionnée, tant elle paraissait Die autrefois : le deuxième 
moment est tenu pour négligeable. 

Au début, le projectile tournant était COR ARS comme étant une toupie, 
la poussée de l'air jouant le rôle du poids, et le deuxième moment n’était 
jamais introduit. 

Ensuite il a été introduit, mais on a fixé, à priori, son expression et son 
signe, sans aucune justification. 

Il faut voir si Pomission est légitime. Si elle ne l’est pas, il oa éviter de 
prendre au hasard l’expression de ce deuxième moment. 

L'emploi des équations (GY), que j'ai établies, permet de répondre 

à plusieurs questions importantes. La Dérivation Maul négligée, les équa- 
tions (GY) prennent la forme (GYS). C’est une approximation et une grande 
simplification. 

Ecrivons les équations de Mayevski et Burzio, avec les notations que j’ai 
adoptées, et dont on trouvera la signification dans mes travaux antérieurs : 


(3) d —Jcosw, 
(4) w'd = Pd — J sin w. 


En employant les équations (GYS), je conclus que les équations de 

Mayevski sont équivalentes aux suivantes : 
(5) p=0 , équation exacte, 
(6) q= Pd, équation approchée . 

Je dirai que les équations (3) et (4) sont les équations (MA), et que les 
équations (5) et (6) sont les équations (MB). Les équations (MB) sont la 
forme définitive des équations de Mayevski. 

Maintenant je vais oblenir immédiatement les équations (5) et (6), et 


cela nous donnera le sens exact des équations de Mayevski. Considérons 
la première équation du théorème du moment cinétique : 


(7) Bip’ + q (w —r)] = M 


L'accent représente toujours la dérivation par rapport au temps ¢. Nous 
pouvons aussi bien écrire : 


(8) p' + q (w — r) = wP» . 


Prenons : p=p’ =0; c’est l'équation (5), ou bi , 
en (3). L 
prend la forme suivante : (3). L’équation (8) 


(9) q(w—r)=—wPd. 
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__ Le voisinage est plus ou moins étroit. 
Lorsque X et Y sont du même ordre, j "écris : 


aa | Y—0(X). 
Cela signifie que l’on a, par exemple * 
7 a 1 xX 1 
… 1S vatpaan@n 
a PAR 1 
a a ra Aba Aa la 
ge pe 
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; C’est un voisinage plus ou moins large. 
| Enfin, lorsque Y est petit par rapport à X, j'écris : 


Y —B(X) 

4 Cela signifie que l’on a, par exemple : 

3 | ie 
| Y= 100 *— 100” 


Bete ie aux cain re Mage Nous 
(GYS) : 
PT ET | sn y. 

Si la condition (10) est vérifiée, et si à et J sont ba te vols, Ÿ 
vons écrire : + 


eo D pen ie ~~ WwW. 


“9 al D | 
Nous savons que J est petit par rapport a4, si la vitesse», sur la trajec- 4 
toire, est assez grande. . D | 

Nous excluons donc les petites vilesses, et, sans jamais fixer des limites 
fermes, nous pouvons dire, par exemple, qu’une vitesse moindre que 
200 mètres par seconde est une vitesse faible, sur une trajectoire. 

Il est très normal, à plusieurs points de vue, d’exclure les vitesses faibles. 
Par exemple, si la-vitesse décroit trop, sur la trajectoire, la valeur numé- 
rique du premier moment décroit trop, et la valeur de la fonction Q (4) 
décroit trop. La valeur numérique du premier moment pourrait aussi 
devenir faible, si Paltitude du projectile devenait grande, par suite de la 
décroissance du coefficient balistique. 

Si la vitesse devient faible, ou bien si l'altitude Re ide certaines 
circonstances sont modifiest: de sorte que certains eut qui paraissent 
nets pour un tir de plein fouet, pourraient être en défaut pour un tir 
courbe. Il est prudent de faire d’abord l'étude du tir de plein fouet. 

J'ai donné, dans mes travaux précédents, quelques indications som- 
maires sur les trajectoires. Je cile deux exemples correspondant à un même 


angle de départ, 10° : 

Première trajectoire 
vitesse initiale 595: 
vitesse au point de chute 971. 

Seconde trajectoire 
vitesse initiale 3890, 
vitesse au point de chute 277. 


f 


[ 
| , 


* sais NS ee AE. 7 


F angle de départ vitesse minimum Les 
di 30° | 929 Be)” 
5 50° ae 

7h 99 


: Ajoutons une indication sur la Dérivation totale. Considérons un tir de 
plein fouet et un calibre moyen. Pour une portée de 4000 m, nous pouvons 
_ avoir une Dérivation, de 20 m. Considérons un mortier de, gros calibre, et 


avoir une Dérivation-de 60 m. Sil’angle de départ est de 65°, nous pouvons 
avoir une Dérivation de 380 m. Il pourrait être dangereux de. négliger 
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_ dans une théorie, une pareille Dérivation. 


En ce qui concerne l'écart, je suppose toujours la tenue bonne, ou assez 
bonne. Par exemple, je suppose toujours 0 assez petit pour que l’on puisse 
écrire : 


(12) tgd~odw~sind. 


Dans le cas contraire, la théorie deviendrait beaucoup plus difficile. 
Je rappelle ici une observation assez importante. L’écart n’est pas une 
variable ulgébrique ; c’est une variable orientée et l’on doit poser : 


oUF 
Il en résulte : 
M,> 0. 
Supposons que 0(¢) passe par la valeur zéro, ce point n’étant pas un 


minimum ordinaire à tangente horizontale. Si nous admettons des valeurs. 


négatives de 6, nous devons, à cet instant, renverser le sens d’orientation 
antérieurement adopté. Cette modification subite du sens d’orientation 
serait assez bizarre (’). 

Néanmoins, M. Popoff a proposé de donner à à des valeurs négatives (?). 


(1) Le mouvement gyroscopique élémentaire. Essai d'interprétation physique, Ann. de 
la Soc. sc. de Bruxelles, 1937. 

(2) K. Poporr, Sur le mouvement pendulaire des projectiles, Revue mathématique de 
l'Union interbalkanique, Athènes, Imprimerie Nationale, 1936. 

K. Poporr, Sur le mouvement pendulaire des projectiles, Mémorial de l’Artillerie 


Française, 1936, p. 1145. 
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du cout de chute. Nous savons AE il est i eid in | ue les équa ior 
de Mayevski soient applicables au tir courbe. Sur Ja ET utile de la tra- a 
jectoire, la fonction P (4) est décroissante. A Vorigine fictive (après les 


irrégularités initiales), on a : | SL rit mir pee 
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Pour connaitre le sens de cette relation (15), il faut considérer la période 
des irrégularités initiales, et le coefficient numérique dit « coefficient de 
stabilité » (*). 

Je suppose que l’on ait, au moment dé la En ne ope Ss 

| Pl, LEUR 

La relation (15) sera vérifiée d’une manière 5 os Elle serait mieux 

vérifiée si l’on avait : 
cditqud + es 3: 
Posons : 


(16) 5 = BU). 
La fonction P (¢) décroit vite, de sorte que la relation (16) n’est pas bien 
vérifiée, au début dela trajectoire, mais elle est bien satisfaite quand on 


s'éloigne un peu de l’origine de la trajectoire. 
Fixons maintenant une condition relative à d, en supposant : 


(17) wd = 0(1) , ou bien wo => 41, 
Il en résultera : 


(18) 


€, 


(1) Voir mon Mémoire récent : Les états d’instabilité virtuelle, les indéterminations, les 
perturbations initiales, Ann. de la Soc. sc. de Bruxelles, 1938, I. 


e Lanai Cu v ‘reste assez or ot sidn Pest “ne are mae de ato,” 
la relation (18) sera vérifiée, et l'équation (4) de Mayevski aura une valeur, 
( oe équation approchée. 
Si à est très voisin de zéro, par exemple, si wd est notablement inférieur 
at. Péquation (4) de Mayevski donnerait, st elle était valable, une grande ue 
valeur pour | w’|. Mais je dois rappeler 1 ici une observation que j’ai faite 
antérieurement. Si à est très voisin de zéro (presque nul), les équations 
de Mayevski perdent toute signification. 

Ce fait important est trés clair, si nous faisons usage des deux premières 
GS (GYS), que j'écris : 


# 


e = 0 —Jcosw, 
4 : g=wd+Jsiny. 
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“then résulte: bs Hq Pine: PAPA ; 
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Ik y a une contradiction. Les équations de Mayevski n AS Fe 
au point B, si ce point est très voisin du point O — | 


Second cas. Mouvement d’oscillation. à 


Nous avons un minimum de à au point A (Fig. 1). On a : 
v=gosny—t, He. 


Je suppose vérifiées les équations (MA) ; nous avons : 
q= Pd, |v’ |= Bw), 
et | y’ | est borné supérieurement. 
Par suite, si à est très voisin de zéro, nous aurons : 
iw E —8B(I), q — J. 
Il en résulte : 


| 1 


Il y a une contradiction. En effet, la trajectoire est donnée, la valeur de 
Q est une donnée. Par contre, la valeur de à est aussi petite que nous le 
voulons. La contradiction existe biem. Les équations de Mayevski n’ont 
aucun sens, au point A, si ce point est {rès voisin du point O. 


an 


Troisième cas. Écart nul. 


F1 3 Nous sommes au point O. Je suppose vérifiées les équations (MA), Si 
Yona: 


. 5=0 et |wp'! fini, 
-il'en résulte nécessairement : 
4 (22) sin w — 0). 
Donc la courbe (a) (dessinée en pointillé) a pour tangente l’axe NON’. 
Notons qu'il est impossible de regarder le point 0 comme étant la limite 


3 d'un point A, ou d’un point B. Lorsque: le point a passe par la position A, 
ona: 


TT : 
W=—>s5> wy continu, 
2 
Lorsque a passe par B, ona; 
ST ; 
4 wa Z 2° Ÿ continu . 


Si le point a passe par le point O, les circonstances sont autres. La tan- 
gente est NON’ et le paramètre w est discontinu ; il passe brusquement de 
la valeur 7 à la valeur 27. Nous pouvons écrire : 

23 y= T, à l'instant T—0, 
w—9nr, à l'instant T +0. 

Supposons vérifiée l’équation (3) de Mayevski. Nous avons, lorsque le 
point a arrive à la position O, à l’instant T — 0 : 
(23 lim à —=— J. 

Et nous avons, lorsque le point a dépasse cette position, à instant 
T+0: 

(24) lim o’=+J. 
Il n’y a ici aucune difficulté. 

Considérons la seconde équation de Mayevski. Nous avons, à l'instant 

T — 0, et à l'instant T + 0: 
lim q = 0, 
la dérivée y’ ayant une valeur finie quelconque. C’est une indétermina- 


tion, mais l’indétermination est apparente, comme Va dit M. Burzio. En 
effet, tenons compte de la première équation de Mayevski. Nous avons, à 


instant T — 0, et à l'instant T + 0 : 

sin y , COS Ug V4 
Or à SIDE à Ar, 0e 
(29) lim 5 lim arate al 


a ee 


Et la seconde équation de Mayevski devient celle-ci : SAINT 
Che OV Ww =P. | 
Donc la dérivée w’ est déterminée et continue, à l'instant T, Nous avons 
étudié le point O, sur la courbe (a), dessinée en pointillé (Fig. 4). 11 faudra 
étudier aussi les points trés voisins de O, sur cette courbe. Je le ferai apres 
l'étude de la Théorie élémentaire. 


Calculs numériques. 


Je vais faire quelques calculs rapides, pour confirmer, d’une manière 
concrète, ce qui a été établi. Si nous tenons compte de la première équa- 
tion de Mayevski, la première équation du théorème du moment cinétique 
prend la forme suivante : 


(27) 2) — x(wd — J sin w) + wPd — wJ sin y=0, 
en posant : W=x. 


Prenons un minimum très petit, dans un mouvement d’oscillation, par 
exemple : 


=, sin w — 1. 


Nous trouvons : æ— — w. 

Il est clair que | «| n’est pas négligeable par rapport à w. La seconde 
équation (MA) n’a aucun sens. 

Prenons un minimum très petit, dans un mouvement de révolution, 
par exemple : 


J | 
d——, sin w==—1. 
ni ; W 1 
Les racines æ sont imaginaires ; les équations (MA) n’ont aucun sens. 


Conclusion. 


Après tous ces préliminaires, la conclusion sera nette. Si nous tenons 
compte de la première équation (MA), y’ doit être une racine de l’équa- 
tion (27), et nous devons prendre la racine négative du discriminant. Par 
exemple, si nous avons un minimum dans une révolution, nous devons 
prendre la plus petite solution. Si nous avons un minimum dans une oscil- 
lation, nous devons prendre la solution négative. 

L'expression du discriminant est celle-ci : 


9 


D (w + k sin w) — 4wP. 


pate 


Er 
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a Je suppose vérifiée la condition : 
| «es + = Bw), 


ce qui exclut les valeurs très petites de à. 
Nous pouvons écrire : 


D~(w +> sin v) —4P (w+ + sin v)- 


Je suppose vérifiée la condition : 
(29) 2P = Bw), 


ce qui demandera un petit commentaire. 
Nous pourrons écrire : 


(30) D — {w + 


La solution approchée sera donc : 


De = wo sin y— (w+ sin w— 2P ) ; 


aa 


2 ou bien : 


(31) = P— sin y. 


Et l’on aura : 
(10) —- = (1). 


Nous avons obtenu la seconde équation (MA). 

Les conditions (28) et (29) sont les conditions nécessaires et suffisantes 
pour que les équations (MA) soient valables. 

Nous remarquons que la condition (29) est un peu plus sévére que la 
condition (16). 

Il en résulte que les approximations sont seulement acceptables près 
de l’origine de la trajectoire. Elles deviennent rapidement bonnes, car la 
fonction P (4) décroit vite, dans cette région. 

Nous voyons bien maintenant ce que sont ces valeurs presque nulles de 
d, qui doivent être exclues. 

Il faudra, bien entendu, étudier séparément le cas suivant : 


d — sin y = 0. 


= % = 


am) OS 


Commentaire. 


Nous remarquons que la condition (10) renferme, en réalité, deux 
conditions. Nous remarquons aussi que la ‘condition (29) est plus sévère 
que la condition (16). Si l’on a, à l’origine fictive, à l'instant to : 


=a fA gD, 


on aura : 
W 
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et la condition (29) ne sera pas bien vérifiée, à cet instant. Mais la fonction 
P décroit rapidement, de sorte que la condition (29) sera bien remplie, à 
une petite distance de l’origine de la ‘trajectoire, et de mieux en mieux 
lorsque l’on s’éloigne de cette origine. 

J’ai signalé plusieurs fois le rôle des valeurs de l’écart presque nulles, 5 
étant positif et différent de zéro. La condition (28) donne la définition de 
cette appellation « valeur presque nulle », définition un peu souple. Il est 
clair que 1 est petit par rapport à 40, en un sens,tmais que À estipetitipar 
rapport à 100, en un sens plus net. 

J'ai parlé un peu rapidement dela valeur zéro de l’écart ; j’y reviendrai. 
N'oublions pas qu’il s’agit de la valeur zéro, au moment lu parte de la 
révolution à l’oscillation. 

Je suppose toujours l’écart nul, à la bouche, à l'instant zéro, mais, pen- 
dant la période des irrégularités initiales, les équations de Mayevski 
doivent être rejelées. En particulier, poser, pendant cette période : 


w= 0P. ou bien oP, = 


p=0, 
serait invraisemblable. 

Je rappelle que les équations (23) et (24) marquent une discontinuité 
de 0’, qui provient de la définition de d, mais qui ne correspond, pas à une 
singularité physique. On peut dire que cette singularité est apparente ('). 

En résumé, les équations (GYS),permettent de voir le véritable caractère 
des équations (MA), mais le mode d’approximation classique ne le permet 
pas. 

Lorsque d est positif et presque nul, les équations de Mayevski sont 
inaples à représenter le phénoméne physique. Si l’on fait subir des trans- 
formations analytiques à ces équations, cela ne supprimera pas cette 
inaplitude. 

Les équations de Mayevski sont une belle réussite ; elles ont une impor- 
tance capitale ;:mais elles n’ont, pas toute l’ampleur qui leur a été attribuée. 


(‘) Le mouvement gyroscopique élémentaire. Essai d'interprétation physique, Ann. de 
la Soc. sc. de Bruxelles, 1937, I. 
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, Notons:ceifait assez important. Nous :posons ‘la première ‘équation de 
Mayevski. La seconde en résulte, ipso facto, si les conditions (98) et (29) 
sont vérifiées. Il faut exclure les valeurs de à trop petites, et il faut que le 
- coefficient o ait une valeur assez grande. 
% _ Si la condition (29) n’est ‘pas remplie d’une manière ‘très satisfaisante 
4 dans la région de l’origine de la trajectoire, elle sera bien remplie dès que 
À Pon s’éloignera un peu de cette origine, par suite de la décroissance assez 
- rapide de la fonction P (4). | 
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3. DoNNEES NUMÉRIQUES. 


| 
- Il faut donner des valeurs numériques moyennes, pour éviter tout mal- 

“entendu. Il s’agit'ici, en général, du tir de plein fouet. Néanmoins, nous 

- pourrons prendre ce terme aw sens large et considérer, par exemple, des 
angles de départ de l’ordre de 20°, ou même 30°, en supposant que la 
- Dérivation est faible. ; 
* Faisons une remarque, au sujet du vocabulaire. On nomme « point de 
chute» le point d'altitude nulle sur la branche descendante. C’est le point 
de chute théorique. Le point de chute réel pourra se trouver avant ou 
après le point de chute des Tables. Nous supposerons donc la trajectoire 
prolongée un peu au delà du point de chute théorique. C’est un prolonge- 
ment limilé, qui correspond, par exemple, à des tirs en montagne. 

Pour fixer une limite, nous pourrons supposer, par exemple, que lin- 
clinaison de la tangente de la trajectoire ne dépasse pas -45°. 

Le tir très courbe est exclu, et tes parties très inclinées de la trajectoire 
sont exclues. 

Je conserve toujours les mêmes notations. Il est nécessaire de connaitre 
les valeurs numériques du produit wJ, sur une trajectoire prolongée jus- 
qu’en un point’L, situé au dela du point de chute des Tables. 

Considérons d’abord la vitesse de rotation imprimée par les rayures : 


; ü eee 7 
109) = 7 Vo. 


ce 0 


Je prendrai deux inclinaisons de rayures, 4° et 8°. 
Nous avons : 
te 4 = 0,07 et tg8° — 0,14. 
Je donnerai donc au paramètre 7 les valeurs 0,07 et 0,14. 
Prenons les données suivantes : 
Vo = 500 ms, a — 0,07 ou 70 mm. 


Avec la rayure à 4, nous avons : Q — 41000. 
Avec la rayure à 8°, nous avons : & = 2000. 
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pos la Kantire à 4°, nous avons : 4 + 
Avec la rayure à 8°, nous avons : 2 = 1866, ; 
_ Prenons : Vo = MN, paedaandenecaltors d mm, las Ir € 
sera deux fois ae Mais il faut remarquer q une vitesse initia! 
faible, associée à ce calibre, ne correspond pas à un tir de plein LOR rig 
Considérons la vitesse-réduite 3e. et ety Miele ie 
5 ee CDN L 1 re rig) 
(33) w=vQ. enter déc LOS 
_ Le coefficient v est rapport de deux moments d’inertie, et ce rapport 
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Prenons la valeur moyenne ; : 
Dans ces conditions, si la valeur de Q varie entre © 
1000 et 220, 
la valeur de a variera entre 
195 et 980. 


Nous avons ainsi des indications moyennes, pour des tirs de plein fouet 
au sens large. 

Nous pourrions bien considérer une inclinaison finale de rayure de 10°, 
par exemple. Nous pourrions faire varier le calibre de 60 mm à 105 mm, 
par exemple. Peu importe ; il s’agit ici uniquement de fixer des caractères 
généraux. 

Étudions maintenant la valeur absolue de la vitesse angulaire d’abaisse-. 
ment de la tangente de la trajectoire : 


(34) EE pes La 


Les circonstances peuvent être très diverses. Nous prendrons successive- 
ment quatre trajectoires, ce qui nous donnera des indications moyennes. 


origine 
sommet 


point de chute 


et 


Première trajectoire : Vo — 525, a—10° 


v T J 
525 10° hy x 0,98 
3190 oe 
27 1830" x 0,95 


Le point de vitesse minimum est au dela du point de chute. 


Deuxième trajectoire : Vo— 85), a —10° 


origine 
sommet 


point de chute 


v T AI 
850 10° a x 0,98 
ae Vil 
77 —20 JE x 0,94 


Le point de vitesse minimum est au dela du point de chute. 


Troisième trajecloire : Vo = 600 , 


_ origine 
sommet 


point de chute 


Le minimum de v est voisin de 239, et il correspond à peu près à — 26°. 


Quatrième trajectoire : Vo = 609,6, 


origine 
sommet 


point de chute 


Le minimum de la vitesse est voisin de 23 mètres par seconde, et il 


a = 90° 
v su J 
600 20° a x 0,94 
JOUE 
940 —30° 5 x 0,87 


a = 30° 
v T J 
609,6 30° gy x 0,87 
o 0 x 
24 M oy x 0,79 


correspond à peu près à une inclinaison de —27°. 


LIX, I 


Fic. 2. > 


Représentons la trajectoire par la figure 2. L’origine est O, le sommet 
est S, le point de chute est C. Le minimum de v correspond au point D, 
et ce point D est au delà du point C, dans les deux premières trajectoires. 
{l est situé entre S et C, dans les deux dernières trajectoires. Le minimum 
de P correspond au point K, qui est voisin de D. Le maximum de J corres- 
pond ou point N, qui est situé avant le point D, sur la trajectoire. Le 
minimum de Q, fonction de Mayevski, correspond au point M. 

Le point M se trouve, en général, entre N et K. En général, les points 
D, N, M remontent vers le sommet S, lorsque l’angle de tir a croit. 

Pour faire une discussion rapide, je prendrai successivement : 


b= 100, et w= 200. 


Premier cas : w = 100. 


Considérons les trois points fondamentaux, 0, S, CG. Nous$avonsiles 
valeurs ci-dessous de wJ : 
98 100 95 
Mario ry 
98 100 94 
85 V0 On 
94 100 87 
60 97 9% ? 
87 100 72 
Si la trajectoire est prolongée, un peu au delà du point de chute, la 
valeur de wJ ne varie pas beaucoup, parce que la valeur de v ne varie 


pas beaucoup, et parce que j’ai supposé la valeur de + limitée. 
Si l’on a, par exemple : 


Première trajectoire 


Deuxième trajectoire 


Troisième trajectoire 


Quatrième trajectoire 


[TI < 45°, 


eee ee 
il en résulte que l’on a, entre les points S et L : 


4 > cos = 071. | eo 


Nous avons donc : wJ > 1, sur toute la trajectoire, de 0 à L, et wJ 
peut être de l’ordre de 3, ou de 4. 


Second cas : w = 900. 


Il suffit de doubler tous les nombres précédents. Nous avons donc : 
wJ > 2, sur toute la trajectoire, de O à L, et wJ peut être de l’ordre de 
6, ou de 8. 
Après avoir obtenu ces indications moyennes, nous pouvons donner la 
base d'une discussion générale. 
Nous avons : 


Ee trs m7 
(39) od de, CORT. 


Prenons les conditions suivantes : 
j compris entre 0,07 et 0,14 , 
a compris entre 0,070 et 0,105, 


he : 4 
= > t 
qd compris entre 3 € 4, 
oe vg comprisentre 1 et2, ° 


a comprisentre 5° et 25°, 
cos a compris entre 0,996 et 0,906 . 


o 


he Nao 
A l’origine, nous avons : i Aw 


. | 4 8 
Par suite, wJ sera compris entre g COS a et8cosa. 


Considérons maintenant la trajectoire, un peu prolongée, comme je l'ai 
dit. 
V 3 ! 
Le rapport — pourra varier entre 4 et 3, par exemple, ou bien entre 
v 
4 et 4. 
Sur la branche descendante, qui est limitée, cos T varie peu; par 
exemple cos T varie de4 à 0,71. Au contraire, sur la branche descendante 


o 


limitée, le rapport est nettement supérieur a1, et peut avoir la valeur 


3 ou 4, par exemple. 
Nous aurons donc, sur la branche descendante limitée, des valeurs de 
wJ nettement supérieures à la valeur initiale de wJ sur la même trajectoire. 


(A suivre.) 


Pe = 


FONCTIONS ASSOCIEES AUX FONCTIONS DE RIEMANN 
D'UN SYSTÈME DIFFÉRENTIEL LINEAIRE — 


APPLICATION A LINTEGRATION D’EQUATIONS LINÉAIRES 
AUX DERIVEES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE 
(24e note) 


par M. R. H. J. GERMAY (1) 


§ 1. Le système différentiel caractéristique de l’équation aux dérivées 


partielles du premier ordre, de forme linéaire et homogène | 
02 dz oz | 
CD S$ Res ys Uy) SE bo EM Vo nn Ue) Se — 0, | 
s'écrit | 
VA dz | 
he Yrs es Yn), Pres 0, | 
9 ' | 
( dp; of fn 1 9 
a = — D, ri a es 4 iy, ; (2 = 1 “)° n) 
4 La 


En fait, il suffit d'intégrer les » premières équations (2) pour trouver 
l'intégrale générale de l’équation (1), la (x + 1)° équation (2) donnant 
immédiatement z—2,. Les n dernières équations (2) fournissent néan- 
moins pour les dérivées partielles de z par rapport à y,, ..., y, des expres- 
sions signalées dans une note récente {?). 


§ 2. Ces expressions se simplifient quand les /, sont de la forme 
(3) = dar) Yi + at) ys + +> + a, (0) y, + afc), (¢t=41,.-.0). 


Le systéme différentiel formé par les n derniéres équations (2) est 
actuellement 


dp; 
(4) > ia Q,,() p, — a,(@) Ps — ++ —a,(2)p,, (t= 4,2, mn). 


Désignons par p3, ..., p° les valeurs initiales de leurs solutions en L=f,. 
Les formules 


(5) P= BE + T,, (c= 1, ...n), 
transforment le systéme (4) en le suivant : 
dt, 
(6) dx ni — ay,(x) ur My,(%) Tessar Sissy a, (2) LA sl a;(x) ’ (= À; 18 n). 


SRE ER De a ee. OR a RE 
(') Voir la 17° note dans ces Annales, série I, t. 58, 1938, pp. 162-165. | 
(*) Bulletin de la Soc. roy. des Sciences de Liége, 1939, t. 8, p. 8-12. 


= 
_ Nous avons-posé, pour abréger, 
2 (7) a;(a) = pf a,,!s) + + + po a, (x), (¢=14,.. mn). = 


Représentons par 
Gp (a, E50), GT a EX) 


| 
‘ 


=. (8) RS. i. eees 
Gaim, = yh ae ce ir ies e “eh 
les fonctions de Sie associées au systéme (6). Nous savons que 
* * k= * 
(9) G;i(r,E A hs ne ge, 8), ... , Ga, Bs) = Mg x, z), 
: k=0 


Chem Ia; 
Les coefficients de ces séries se déterminent de proche en proche par 
‘les formules récurrentes 


D (nets Eo GO E)+ om + a, (D PE, | dt, 
(10) 5 Ca hd eee 
G2" (a, 8) = — [| 40 en EH +a, (t) DE | dl, 


moyennant les valeurs initiales 


2 * #(0) *(o) 
dei =1, 91 {0 il Ji,n =0, 
(11) OF idee! vie och" 
*(0) #o) _ ee) eee 
\ n=O, gi 0e Gun 


Les fonctions de Riemann (8) donnent d’ailleurs lieu aux relations 


GE, El —1, Gate Ee Reg eon unl e at 


(12); - 


GG, EN 0, CEE; x FAR. (Ge eet 
Les fonctions (x), intégrales des équations différentielles (6) prenant 

en x zx, la valeur zéro, sont données par les formules 

(13) a(x) = (" | DG; (0.83 4)+ + a, (2) G3,(0,2;1) | dé, (j=1,...0). 
Tenant compte des valeurs (7) des a,(x) et des formules (5) elles-mêmes, 

il vient : 

= pi [1 a0 i 1(, & du ps Hy (2, ia) + it Ds Hy Aa, Lo) , 

( Hai en 


Pr ce =p Ht (a, Lo y= Ps He “he Ce a eae = Pr, [1 + H,,,(2 «,) | 9 


ae 
moyennant les abréviations 
HS (2, @,) ape [a G 146,8; 1) + + + 41,8) G5 (2,5; 1) Jae, 


—~ L'AUTAL —{ | an) G5 (a2; 1) + + + a, (2) G; (a? 51) [a 


ee ae 


§ 3. Pour obtenir les dérivées partielles premiéres par rapport à 
Yi, Yor «++, Y, de l'intégrale z de l'équation (1) se réduisant en x= #, à la 
fonction donnée O(y,, y:, …, y,), il faut éliminer ¢,,-.-, ¢,, entre les 
équations (*) 

| = K, (a, Yas cs Un) = Ya [1 + Hot x) | + , 
\ aie Y2 H, ,(x,, &) + NS + Un H, ,(%,, a) + H, Lo æ) ’ 


(16)! . RE ue en rr 
t, = K (x, Vis Dane: Un) — CALE ETC x) + | 
+ y2H,,2(%,, æ) + SA h Un [1 os He; a) | F H,(x,, a) , 

et les suivantes : | 
7 
[e) * 7 
j= de (HE) E MCE 2] 4 (*) | 
1 | 
00 : L 
F 2 (i; RCE t,) Hy ot, 2p) “Se à AUS es t,,) Hy (2, @,) ? | 

Dr = = (4, ats te Hy, (2, «,) + 

ne] 


& 00 ; 
uy Cr ++, t,) HE, 2) + ++ i CAES 2: [14+ 85 ,(c.%) | 
Posons, pour abréger, 
00 |. : 
dx, Vis ee Yn) os dy, KG, Yiy es Yn)s En K (a, Vase, y) | ’ 
ee 
CEILS aOR OSE een, er Ser NPL RS a5 Ce a. | 


LE Re : 
d,(æ, Vis res Yn) =) 3 Ke, Use Un), meiaiy K (2, Vase tn) | 5 
ÿn 


Yn 


(‘) Ce sont les formules (17) de la note précédente. 

(*) Voir : Sur l'élimination des paramètres dans la méthode des caractéristiques de 
Cauchy pour l'intégration des équations aux dérivées partielles du premier ordre 
(Comptes rendus de l'Académie des Sciences de Paris, t. 178, 1924, p. 2295). 


> 


Le résultat de l’élimination des ¢,, ..., 4, entre les équations (16) et (17) 
s'écrit : 


1 p.(æ, Yi ra. Yn) = J,(a, Yi. so Yn) [1 ob Hy ,(æ, x,)| “a 
+ J,(æ; Ya ain) Vn) Hts L,) +H nes + Es, Vis PS Un) H},(, Lo), 


p,(«, Yi5 95 Yn) = Ji (a, Vis Fa Un) Hate, x ») nie 


a # , 
| Puel Vis Ye) Hi o(%,@,) + ++ + dev, Yn) [1+ Hy, ,(@,%,)]. 


L’expression de la dérivée partielle premiére — ? résulte alors de Péqua- 


dx 
… tion (1) elle-même, savoir 
: 00 dz e¢ =" ; 
À: ) 1e Ce; Us ce, Yn) D(x, V5 cs Yn) ° 


Les formules (19), (20), jointes à la formule établie dans la note précé- 
dente 


(21) 70 [KCæ, Yis he Yn) Dane. | K, (x, Yis ee, Yn) | ’ () 


donnent la structure de l’intégrale z et de ses dérivées partielles premières; 
elles mettent en évidence le role des fonctions de Riemann G, G* et de 
leurs associées H, H* dans les expressions de cette intégrale et de ses 
dérivées partielles. 


§ 4. La formule (21), dérivée respectivement par rapport à ¥;, Yo, + Y, 


donne : 
P02... 0 ok, | K |e 
p= dy — Oy, | Le o K |S + ce + —— dy K,, soe A dy, 
ANNEE I eh. Reg Se: à =a bog ds ; 
% _ Of, «+ a 281 : oo 
= dy, YW, tis aciers 19 dy, 


Tenons compte des formules (16) et (18), les égalités (22) deviennent : 
D Vues Y) Er HG, &) | 

+ I (%, y, +, Yn) He hes SO) a} Yrs oes Un) H,a(%,, a) , 
Ce RE ME SAR. 7" 
Pr = I(x, Yis +, = H, re x) + 

J (2, Y15-*+) Yn) H, ,(x,, 2) + ee ICH, Vis... Yn) [1 Se H, n(o: X) |. 


(:) Formule (22) de la note précédente. 


oe ae 


Comparons les formules (19) et (23), nous obtenons les égalités sui- 
vantes : : | . 
Hy (2, x,) Si H, ,(@æ,, x) ’ è 
Hy o(a, æ,) in H, ,(æ,, a), SH 6 Hy nl, L,) = H,, 1(%,, wx) 
(24) erie 42 x 
Hot, x,) == H, (x, æ) ? 
Hi (a, %,) Et Hy ,(x,, x) TS PE (NCA æ,) = H,, n(%, x) k 
Ces formules expriment sous une forme particulièrement simple le 
résultat de l’interversion des arguments x, et x dans les fonctions H,, 
et He ()- 
§ 5. Les fonctions de Riemann 
\ Ga, E ; À) , Se G, (2, E ; À) , 
l G; (x, E ; À) le rh (EN CA £ ; À) ? (j= ik 2, Me n) ? 
ont entre elles des relations simples. En effet, les premiéres constituent 
n systémes d’intégrales du systéme différentiel homogéne ; 


(Es ENCRES TOP 
(26) | . ss mes 


(25) 


dy, 

dx a a fa, (€) Yi # ne + a, (ZX) A ’ 

satisfaisant aux conditions initiales 

G25 À) =1, G, (2,F;\)=05 . G,,G,£; 2) =0, 
Gy o(E, é ; À) + 0 , GE 2 ; À) = 1 ? MA Gale £ ; À) a 0 , 


(27) | 


GA, E;)=0,° GE N=0, … 6 EesN=1.0) 
Les secondes constituent de même n systèmes de solutions des équa- 
tions différentielles homogènes 
dz, 


dear À | a a(e) + ly (x) Salt sh ai, (2) A Ù 
(28) * 1% 


n 


| ty TK Late) =) dc ly (2) as “4 É LL: dnp) | 


(') Comparer aux formules (48) de la note précédente. 


(?) Sur les fonctions de Riemann associées aux équations différentielles linéaires, 
Mathesis, 1932, pp. 184-196. | 


- ie LE Dit ge. 
Se TT < et - a ae 
Ge "GE: D OFF Gr, E; ne 0. ee 
OT 6s LME diisrentials homogénes (26) et es on HR dc 2 
adjoints Entre un système d’intégrales Vas +25 Un du premier et un Hea 
5 Er 8 z, d'intégrales du second, on a la relation Ne 

(0) és c Yi% + Vos + + Yn®n = Cie . 7 
S, Les formules (27) et (29) montrent alors que les none ‘ey par 
* exemple, sont liées aux fonctions G,, par les relations simples 


1G, 51+ Gy Goat oo ey Ca), 
r (51) nd ea picks (OU) eus - - 
4 LG. saint B Gt Ls + Gua 0: 
Baa aie Gy 4 nr 7" (tie “Gy Ra 0, 
: ce 6.416% my Gy n—1. Ge, APE ei 6, pene =, 
4 Gs Gin à: Gon Con Fi al Gan cr. =1. 
A Ces formules permettent d’exprimer trés simplement les G;, en fonction 


des G;, et réciproquement. Remarquons aussi que les expressions telles 
que, par exemple, 
* AI 
da Gite + 4, 6; 


- intervenant sous les signes d’intégration dans les formules (14), s’écrivent 


din Gr 7 Ge EF Ga sue Ga 
4 (32) as Ga Se Ghz Ga Ga De Ge etc. 
da CREER À bia Ge oe Ge 


sn nn 
§ 6. Considérons encore Mar aux dérivées ieee 


(33) À dx 24 f(x, VIE ff Ti = ACT Vis A A va = f, Y:; pee Yn) 


SD 


Le système différentiel caractéristique s’écrit actuellement 


dy; dz 
\ pats Yor ++ Yn) , LT LC, Yr» Yar ors Yn) ; 
3h 
(34) dp, _ af, af, Oe ha eee tg 
RD se De oD, See , (1—=1, . DA) 
(de 7 oy dy; oy dy 


Supposons que les /, soient de la forme 
i; T3 a, (2) Yi + a; (€) Ye aie pat: + A; (2) J à a,(x) ’ (j =1,2,...,.n+1). 


Les intégrales des n premières équations (34) prenant en x, les valeurs 
yf, +, y?, sont encore | 


al Hlanhutteseltoie ie ET oh ct Dalle Cr Fra Le | 


(35): 
Yn= YAH, (a, & seus + ay +. Hs fi H a x es. . ©, Yosre | 
Mais la (n + 1)° équation (34) donne 


(36) 2 a, ye athe E V(x, Lor Vis “es Yr), sy P, (x, æ ALES ve) | dx — 


ey + V (a, x Lan ee ane = y°) . 
L'intégrale de l’équation (33) se réduisant en x, à O(y,,.---, y,) est 
(37) 2 — OT[K,,...,K,]+ Vx,x, Kj, ---,K,) . 


Les n dernières équations différentielles (34) s’écrivent 


(38) = — dif) Pie oie An(X) Py > Un +1, (2) ; (= iB 2, pit) 


Les fonctions ©, sont données parjles équations 


d an; 

(39) es a, (x) p, — + — 4,,(x) p, — aï(x), Gae4 9. oe 
Nous avons posé, pour abréger, 

(40) a; (a) = n'a.) +--+ pa (ey a), à), (ak, 2) on, 8). 
Les intégrales p; des équations (38) prenant en x, les valeurs p9, ..., p° 

sont actuellement 

etal Tate nie eed pelea 

(41) 


nt : à Ht (a, LG he, pe[ + a pa ar y+ He, ot 


Aux formules (15) qui donnent les H st, &,), il faut toutefois ajouter 
les suivantes : 


i NS 


(42) Hj(2,2,)= a ; À aan G GE: 1) + ee + ay 4 (8) 63, (2,5 1) dE, 
(j=1,2,...n). 


Les dérivées partielles premières par rapport à y,, …, y, de l'intégrale 
- (37) ont pour expressions respectives 


| p(x, Yrs very y,) = Ji, Yi: = +, Yn) [ie ASC &)|+ = ye 
J,(&, Yiy ee, Un) Ht ac x = + Aus o 5 


= (43) LUS. .. ee eM: 

É. Pr(@s Yi +, Yn) = JE, Ya + 14) BE ale, b,) + ME, 

4 1, Ya ee Yn) [1 + Hi(e, ,)]+ Hi, 2) . 
-La dérivée partielle première par rapport à x est donnée alors par 

l'équation (33) elle-même. 


§ 7. en enfin dew aux dérivées partielles 
oz 

(44) © “as Ze, Yisee Yt) Se ee a i. (&, Yi. Un?) dx. = (Pee COURSE : 
n 


Son intégration se ramène à celle de l’équation homogène a n+ 2 
variables DL, ta 


ton 
)) was CAC tee Ino ES LOU huh ap D fat (a RE ee == 


et à la résolution, par le théorème des fonctions implicites, de l’équation 
(46) v(x, Vis he A Un 2) al 0 7 
Désignons par O(y,, ¥2,---, y,) la fonction à laquelle doit se réduire 
l'intégrale de l’équation (44) pour z= x,. Supposons que les fonctions f, 
soient elles-mêmes de la forme 
D f,= 4, ,(@) y+ oo + z(t) Yn +O; ng i@)et+afz), =, 9,...,n +1). 


/équation (46) s’écrit actuellement 
Ga H, 41, 12€) ++ yt n+1, Bot) +2 [1+H, 41, n+1 Cort) |r Hy, 1,52) 
n1+H, ) tt tat) al et Ga); 
a 50 FINE : « LE À! 
fie ae apn 14H, eben site ae (x12) 
L’application de la méthode d’approximations successives de M. Goursat 


à la résolution de cette équation, montre de suite l’influence des fonctions 
de Riemann sur la structure des approximations successives de l’intégrale 


cherchée. 


La Géométrie des Sous-espaces 


PAR 


le R. P. F. GOREUX, 8S. J- 


REMARQUE PRÉLIMINAIRE (?) 


Dans cet article, les indices grecs varient de 1 à m, les indices latins 
minuscules de À à n (n < m), et les indices latins majuscules, de (n +1) 
am. Ainsi, lorsqu'il s’agit d'indices : 


GB, io, 2, RE 
, D il, RU TR) (4) 
P,Q,...=(n +1), (n +9), .…, M. 


En accord avec ces notations, lorsque parmi m composantes A,, nous 
voudrons distinguer celles où l’indice a prend les valeurs de 1 à x et celles 
où cet indice prend les valeurs supérieures à x, nous distinguerons les A 
et les Ap. 

Nous ferons aussi la convention sommatoire. C'est-à-dire que lorsqu'un 
même indice — a, a ou P — interviendra deux fois dans un terme de nos 


m nm m 
formules, ce terme sera supposé précédé du signe =, ZX ou = 
d=1 a=] p=n +1: 
S 1. — Les FORMULES DE WEINGARTEN-Gauss ET DE Gauss-Copazzi (*) 
1” Les normules. 


Soit un espace ponctuel de Riemann Vm, de forme fondamentale définie 
positive : 


ds* = aug dy" dy® (2) 


(1) Recherches du séminaire de mathématiques de l’Université de Louvain, Directeur, 
Professeur F. Simonart. 


(?) Ofr. L. Pr. EtseNHaRT : Riemannian Geometry. Princeton University Press. 1996. 


a à ge nb 


= = 
el un sous-espace V, défini par les relations : 
y" =X (x). (3) 


Les fonctions À* seront supposées dérivables jusqu’au troisième ordre. 


Nous supposerons d’ailleurs, dans cette étude, que toutes les fonctions 


considérées soient dérivables jusqu’à l’ordre nécessaire à la légitimité de 
nos opérations. 
Nous poserons : 


an” Pie on” 
ont ai deo! i \ÿ v: Mit : (4) 


dar dx ox" 
On aura, pour un déplacement dans V,, 


ds? — ag dy“ dy? = Gag hey da dai= 9; da dx? (5) 
en posant : 
I4> 448 Me nf À (6) 


Nous postulerons que les déterminants | agg | et | g,; | ne soient pas nuls 
aux points considérés. 

On peut alors trouver (cfr Eisenhart, n° 42), en chacun des points de Vn, 
des systèmes de (m-n) vecteurs unitaires indépendants normaux à V, et 


orthogonaux entre eux. Considérons un tel système et soient À? (a*) les 
composantes de la normale de rang P. | 

Nous nous étions déjà servi du symbole À dans les formules (4). Mais 
aucune ambiguïté n’est à craindre puisque les nouvelles fonctions À? sont 
caractérisées par un indice inférieur P qui ne prend que des valeurs supé- 
rieures à nm, tandis que, dans les À}, indice à varie de 1 à n. Et d’autre 
part, le choix du même symbole À simplifiera nos écritures, car, au lieu 
de parler des À et des AS, il nous suffira de parler des hg i 


On aura: 

no nb = dna (7) 
(TsiP=0 
bre =) 0 si P20 


Hq 7 i À Q u aD 
Nous définirons des grandeurs 9,.5 Gris Ira 973 9°, 9°° par les relations : 


a \B __ 
ag M Ab — 0 Cap 


Jr = In = 9" = 9" =O" Go GF = dre (8) 
Avec ces conventions, les relations (6) et (7) se resument en : 


9° Une transformation de coordonnées de Vm. 

Associons aux variables indépendantes 2*, (m-n) nouvelles variables 
indépendantes x°, de façon à concevoir m variables indépendantes æ°. 

Écrivons la transformation : — 


y” = d* (at) + de (wt) a? . (10) 


Nous poserons : 


de 
+ she | (11) 
On aura : 
out oy" 
ou =); +a? et ee — hp (2%). (12) 


Si l’on pose «? = 0, on retrouve les formules qui définissent Vn. Consi- 
dérons un point M de Vn. En ce point, le déterminant de la transformation 


(10) se réduit au déterminant À des Ag. Or celui-ci n’est pas nul. 
Car : 


IMB] uv re uv Me MB) alla AO 43) 

Donnons aux valeurs des x* qui définissent M des accroissements dx“ 
infiniment petits, et considérons ainsi le voisinage du point M. Puisque, en 
M, les x? sont nuls, au voisinage de M, les x? seront aussi petits que l’on 
veut. Mais alors, en ces points, le déterminant de la transformation (10) 
ne diffère de la valeur qu’y prend A, que d’un polynome en x”. On peut 
donc supposer les x? suffisamment petits pour que le déterminant de la 
transformation (10) ne soit pas nul. 

Cette transformation établit donc une correspondance biunivoque entre 
les x% et les y*. Et nous pourrons rapporter Vm aux nouvelles coordon- 
nées 2%. 

Soit alors ds? = ag dx®* dx®, la forme que prend le ds? de Vm. 

Nous désignerons par ly, Copy Cure: les symboles de Christoffel 
formés respectivement à l’aide des g,,, des agg et des agg. 

Les tenseurs de Riemann correspondants seront désignés par pi: Rapyo 


et Rapyo: 


F 
4 


ET LE 
3 Les formules de Weingarten-Gauss. 
On se rappelle (*) les conditions qui relient les Cygy aux Copy: 


Py =O oy® a dy dy’ 
dada HY ago BY dat aa Le, 


En particulier, aux points de Vn (x? = 0), on trouvera : 
| dise i 
hue = Ch AG— Cg, Ab ay. (45) 


On appellera les formules (15) les formules de Weingarten-Gauss géné- 
ralisées. Car dans le cas ordinaire d’une surface (V,) plongée dans un 
espace euclidien à 3 dimensions (V,), rapporté à des axes cartésiens rec- 
tangulaires, les formules (15) se réduisent aux formules de Weingarten- 


_Gauss. 


Soient en effet, X, Y, Z, les coordonnées courantes de V, et u, v celles 
de Y,. 

Appelons A, B, C, les cosinus directeurs de la normale a V.. 

Désignons par des indices inférieurs les dérivations par rapport à w et v. 

Les formules de Weingarten-Gauss donnent les dérivées secondes Xuu, 
Xw, Xow (Y, Z) et les dérivées premières Ay, Av (B, C) en fonction des 
Maas; A (VS Z. BC): 

Or dans ce cas, les \; deviennent les Xu, Xv (Y, Z) et les À? deviennent A 
(B, C). Et les relations (15) en donnent bien les dérivées sous la forme 
cherchée. 

On remarquera, dans ce cas, que les Cog sont nuls (puisque l’espace est 
euclidien et les coordonnées cartésiennes). Si les coordonnées étaient cur- 
vilignes, les expressions obtenues ne seraient plus linéaires en Xu, Xv, A 
(Y, Z, B, GC) mais elles contiendraient aussi des termes du second degré. 


4° Les formules de Gauss-Codazzi. 
On se rappelle que la recherche des conditions d’intégrabilité des for- 
mules (14) conduit aux relations (°?) : 


= __ dy" dy dy? oy? 16 
Rapyo Jee da oxt ao MVP | (18) 


Puisque les relations (15) sont contenues dans les relations (14), la 
recherche de leurs conditions d’intégrabilité n’est pas un problème distinct 


(2) Cf. EISENHART (8. 1). 
(2) Cf. EISENHART (8. 6). 


ps JD = 
du précédent. On se rend compte aisément qu’il conduit aux relations : 
G 1H VS P | 

Ropes == ho hg À; À; Ruvop: (47) 

Ces relations sont contenues dans (16). On les obtient en considérant ce 


que deviennent les relations (16) aux points de V,et en se bornant aux 


composantes Ragi où les deux derniers indices varient de 1 à n. 

Puisque les relations (15) généralisent les formules de Weingarten- 
Gauss, et que les relations (17) en sont les conditions d’intégrabilité, ces 
dernières généralisent les formules de Gauss-Codazzi. 


On voit donc que les formules de Weingarten-Gauss et de Gauss-Coduzz1 
généralisées sont contenues dans les relations auxquelles conduit Vétude 
de la déformation de Vn. 


oO Remarques complémentaires. 

En vue des applications et aussi pour retrouver des formules connues, 
regardons de plus près ce que deviennent les Copy aux points de Vn. 

A la suite de la transformation (10), le ds* de Vm prend la forme : 


ds* = (gj, + 2 digg AZ AB, 2° + gg NE NP, ax” æ°) dæ'dx? 


au 


+ 9 digg AN, 2° da’ dos” + d,, da" da? = gg dx 


P Qi 


a da’ sy 


Aux points de V,, on trouve : 
ag = Jap et qo — gB (19) 


Si nous dérivons les agg et que nous prenions les valeurs de ces déri- 
vées aux points de V,, on voit que, dans ce calcul, on peut négliger, dans 
les Gg, les termes qui contiennent + en facteur (puisqu'ils sont nuls aux 
points de V,). On aura, par suite : 


Ly Cup ; (20) 
D’autre part, on connaît les relations (!) : 
— ae ye oy ù uM ù Vv 3 o 
C = = : a £ y S y . On, A G 
apy dx dah ant Uv ae ant ak Se Uuve (21 ) 


qui ne sont qu’une autre forme des relations (16). 
Or, aux points de Vn, les relations (42) permettent d’écrire : 
Sy" . = 4 dy d? a 

aan M deu coe Me - 


gs yi (23) 


(1) Cf. EtsENHART (7, 12). 


=o — 


Par suite, en ces points, les relations (21) nous permettent d’écrire.:: 
din = Gag MEME + APY AE Cuvo 

ie = Map heh + MEAP AE C 
bij = Gag hj NB; + MAY RY Cuvo 


rie — Cag AS AB, AH AY AS Cuvo 


Cal mes! 
I 


TRES 


| 


ee ey 


¥ Calica 
I 


D’autre part : 
9% uh assis da. da 
PF), = ral ral he LC RSS 
Cie En C= BA =< 0 . et EE + Corp = SS 0. 
On verra aisément que dans le cas ordinaire d’un V, plongé dans un V, 
euclidien rapporté à des axes rectangulaires, les Cije se réduisent aux 


- coefficients de la seconde forme fondamentale et les Cri sont tous nuls. 


Dans les expressions (22), nous avons négligé les termes qui contien- 
nent les x? en facteur, puisque ceux-ci sont nuls sur Vp. Sï on cherche les 


dérivées des Cog, par rapport aux x*, il n’y aura pas lieu de tenir compte 
de ces termes sur V,, puisque, après dérivation, ils seront encore en 


facteurs. Or, dans le calcul des composantes de Rapa les seules dériva- 
tions se font par rapport aux x’ et donc, dans ce calcul, on peut considérer 


les Cygy comme définis par les relations (23). 


§ 2. — La TRANSFORMATION T (°) 
6° Définition. 
Considérons m grandeurs X® et définissons m autres grandeurs /, par 
les relations : 
aug À Xl. (24) 
Le déterminant | Aap Ny | de cette transformation n’est pas nul en vertu 


de (13). 
Nous appellerons cette transformation la transformation T. On vérifie 


que ses solutions s’écrivent : 
Xo phe, Mi iM. (25) 


Nous dirons qu’on obtient les X* en « appliquant » la transformation T 
aux lo. 


(1) Sfr. F. SimonarT, Sur le rôle des opérateurs généralisés de Beltrami. Bull. Ac. 


Roy. Belg. Cl. d. Se., XIX, 1933. : g 
F. Goreux, Etude des surfaces et des congruences de droites par la méthode cinéma- 


tique. Ann. Soc. scient. Brua., t. LIV, A, 1934. 
LIX, | | 


i 


= (6 — 


Exempe. — On peut évidemment écrire : 


lag XX CAES VE (26) 
Ces relations forment, pour chaque valeur de +, une transformation 1, 
d’où l’on déduit : 
cS: a®T — gi nf Me - (27) 


REMARQUE. — Supposons que les X% soient les composantes d’un ten- 
seur de Vm- On voit que les J, forment les produits scalaires du vecteur 


X° et des vecteurs hg La transformation T revient donc à décomposer le 
vecteur X% en ses projections orthogonales sur les arêtes de l’ennuple 
Neo les grandeurs des Ne étant prises respectivement pour unités de lon- 
gueur. 


7° Les dérivées premières des X®. 
Supposons que les X* soient des fonctions des a’. Nous nous proposons 
d’exprimer leurs dérivées par rapport aux 2 en fonction de celles des J. 


Nous poserons : 


dx’ 1 dr" is 
Dérivons l’équation (24) par rapport à x. En tenant compte de (15), (27), 
et de 


(28) 


UT 


ay? Cas + Casa, (29) 
il vient : 
GARE = de CXL, — gC PATES . (30) 
Nous désignerons les seconds membres par Kyi), eu posant : 
Le Pe): à G 
Uys) = bye Chile — gC, MOAT AB Le - (31) 
Si lon voulait simplifier l’écriture de ces relations, on pourrait poser : 
B = Bon p @ 
| | Die = gC yy ARATA + C8, (32) 
et l’on aurait : 
br = Lys — DB; le . (23) 


Ges expressions rappellent la dérivée covariante. 
Les relations (30) s’écriront : 


Tag Ar x = by): (34) 


Don se 


SS ba 


Ce qui forme une transformation T d’où l’on déduit les Ag ray ee 
Les relations (33) permettent de calculer les la en fonction des /,. 


_ Nous dirons qu’elles forment une transformation T; et qu’on obtient les 


lyiy en Cappliquant » T, aux te 

On pourra dire alors qu’on obtient les X? en appliquant aux l, le pro- 
duit TT;. (On remarquera que T; doit s’appliquer en premier lieu.) 

Nous écrirons symboliquement : 


(X?) a= TC): (35) 


8° Les dérivées ultérieures des X%. 


Si l’on voulait calculer les X;;, on aboutirait, par un calcul analogue 
2) 


aux relations : 


ag MF x= Lis) (36) 


dans lesquelles les d(,;;) sont ceux que définissent les relations : 
wes — ne B 
Uri) = "oping Dj lp - (37) 
Ces relations déduisent les {,;;, des l:) comme les relations (33) 
déduisaient ceux-ci des L+ 
Nous dirons donc que les XŸ s’obtiennent en appliquant aux /, le pro- 


iy 
duit T T; Ti. 
D’une façon générale, on trouvera, pour des dérivées d’ordre quelconque 


(Xi pa) = TT,T,, oF TT, (L) : (38) 


9° Conditions @intégrabilite. 

On ne peut pas se donner arbitrairement les //,;). Mais ceux-ci doivent 
vérifier certaines conditions d’intégrabilité. Celles-ci reviennent évidem- 
ment à 
Lys) = Uri) (39) 
ou, explicitement, 

Loi — Hogans = — Dé epi + Dé Up (40) 
ce qui nous donne ¥ mn(n—1) équations aux dérivées partielles du 
premier ordre. 


Utilisations de ces relations dans la résolution des problèmes. 


Il peut se faire que les relations qui traduisent Jes hypothèses de 
certains problèmes soient des relations entre les {{,;,. Deux méthodes se 


présentent alors à l'esprit : 


a) ou bien, on joindr ra les équations (39) aux relations du probléme et 
Von cherchera à résoudre l’ensemble des équations ainsi obtenues ; 

b) ou bien, dans les relations du problème, on-substituera aux Uy; 
leurs expressions tirées de (33). Il n’y aura plus alors à considérer de 
conditions Pintégrabilite. Cette seconde méthode peut être beaucoup 
plus simple que la première. | 


10 Exemple. 


Les formules précédentes permettent 1 une généralisation immédiate de 
nombreux problèmes de Géométrie différentielle ordinaire. LES os 


en donner un exemple : 


La déformation infiniment petite des LÉ 


Soit encore le V, considéré plus haut. Si l’on LT un Vi, lieu des 
points (y* + X%) tel que les éléments linéaires de Vn et de Vn soient 
égaux, aux points correspondants, on trouve, en négligeant les termes du 
second ordre en (dX%)-la relation de condition ; 


gg AX" dy? = M vs . (41) 


Héesadre cette équation sera résoudre le problème de la déformation 
-infiniment petite de V, (’). L’équation (41) s'écrit : 


' dag X¢ y? dr! dx’ = 0, | (42) 
il vient a résoudre 
| ag US XP + gg V5 XP=0, (43 
c’est-à-dire 
li) + Uji) = 0. ” (44) 


Première méthode : On joindra aux équations (44) les relations ( (59). 
On considère les {;;, comme inconnues dans ce système d’équations aux 
dérivées partielles du premier ordre. 

Seconde méthode : On exprime dans (44) les la) en fonction des L, et 
l’on obtient les conditions souvent plus simples : 


al 

LMP | he NE 

oa! dy? (Df Le bf.) le (45) 
De la même façon, on généralisera très aisément les résultats expos 

dans les deux mémoires cités RIRE haut GE n° 6). 


(1) Cfr. DARBOUX, t. IV. 


‘Conteibution à l'étude de l'univalence locale 
des fonctions holomorphes (). 


PAR QT “on li 


: . ROBERT BALLIEU | 
Aspirant du Fonds national belge de la Recherche Scientifique 


INTRODUCTION 


Dans un article récent, M. Montel a introduit la notion d’univalence 
locale pour les fonctions holomorphes. Se limitant à la considération du 
cercle-unité du plan de la variable complexe, M. Montel dit qu’une fonc- 
tion, holomorphe dans ce domaine, y est localement univalente de module 
p si elle est univalente dans tout cercle de rayon p intérieur à ce domaine. 

Si au lieu de considérer le cercle-unité, on considère un domaine fini 
quelconque, on voit qu’en adoptant telle quelle la définition de M. Montel 
de l’univalence locale de module p, les valeurs de la fonction en certaines 
parties du domaine ne joueraient pas, au point de vue de cette notion, de 
role immédiat, car, étant donné un nombre fixe p, tout point d’un domaine 
arbitraire n'appartient pas nécessairement à un cercle de rayon p intérieur 
au domaine. 


Pour définir Punivalence locale de module p d’une fonction holomorphe 
dans un domaine fini, je suis done conduit, dans le premier chapitre de la 
présente dissertation, à remplacer dans la définition précédente la condi- 
tion d’univalence dans tout cercle de rayon p intérieur au domaine par la 
condition d’univalence dans tout cercle intérieur au domaine et de rayon 
non supérieur à p. 

D'après cette définition, une fonction holomorphe et localement univa- 
lente de module p dans un domaine, y est aussi localement univalente de 
module p’ pour toute valeur positive et inférieure à p du module p’ ; cette 
propriété, dans le cas traité par M. Montel, résultait du fail que tout 


() Travaux du Séminaire de mathématiques de l'Université de Louvain sous la direc- 
tion de M. Fernand Simonart. 


aay ge = 


cercle de rayon p’ inférieur à p, (p <1), intérieur au cercle-unité est : aussi 
intérieur à un cercle de rayon p intérieur au cercle-unité. 


Une condition nécessaire d’univalence locale dans un domaine D pour 
une fonction f (2) holomorphe dans D, est que la dérivée f'(z) ne s’annule 
pas dans ce domaine. Cette condition n’est pas suffisante, mais elle est 
nécessaire et suffisante pour que la fonction f (2) soit localement univa- 
lente à l'intérieur de D, c’est-à-dire localement univalente de module fini 
dans tout domaine D’ complètement intérieur à D. 


L’univalence locale de module p dans un domaine fini D pour les fonc- 
tions d’une suite uniformément convergente à l’intérieur de D de fonctions 
holomorphes dans D se transmet à la fonction limite f(z), à moins que 
celle-ci ne soit constante. Il en est de même pour l’univalence locale à 
l'intérieur d’un domaine. On peut établir des réciproques de ces proposi- 
tions. En ce qui concerne la première, il faut pour cela supposer davantage 
sur l’univalence de la fonction limite f(z) dans les cercles intérieurs au 
domaine ; de façon précise, il faut supposer, dans le cas où le domaine D 
renferme au moins un cercle de rayon p complètement intérieur, que la 
fonction limite f(z) est, de plus, univalente dans tout pareil cercle fermé. 
Lorsque cette hypothèse est réalisée, je dirai que la fonction f (2) est locale- 
ment univalente de module p au sens strict dans D. Il est à remarquer 
que les deux notions d’univalence locale de module p et d’univalence locale 
de module p au sens strict ne se confondent pas. 

Soient alors D un domaine fini renfermant au moins un cercle de 
rayon p, D’, un domaine quelconque complètement intérieur à D, p’, le 
plus petit des deux nombres p et 7’, où »’ désigne le rayon du plus grand 
cercle intérieur à D’. J’établis, avec ces notations, le théorème : Si la fonc- 
tion f(z) est holomorphe et localement univalente de module p au sens 
strict dans D, dans toute suite de fonctions holomorphes dans D et conver- 
geant uniformément à l’intérieur de D vers f(z), les fonctions sont, quel 
que soit le domaine D’ complètement intérieur à D, localement univalentes 
de module p’ dans D’ à partir d’un certain rang (dépendant de D’). Je 
montre de plus que, les autres hypothèses restant inchangées, si f (2) est 
localement univalente de module p dans D sans l'être au sens strict, il 
existe toujours des suites de fonctions répondant aux hypothèses et pour 
lesquelles le théorème n’est pas vrai. 


L’univalence locale de module p au sens strict ne découlant pas de l’uni- 
valence simple de module p, il y a lieu d'étudier la multivalence d’une 
fonction f(z), holomorphe et localement univalente de module p dans un 
domaine fini D, dans les cercles fermés de rayon p complètement intérieur 


15. — 


à D. Dans cette direction, je montre que dans tout pareil cercle (C) fermé, 


f(z) est au plus bivalente ; de plus, si en deux points distincts 2, et 2, de 


(C), on a 
fa) = f@) , 


2, el 2 sont nécessairement sur la circonférence de (C) et diamétralement 
opposés l’un à l’autre. 


L’univalence locale de module p au sens strict suppose par contre l’uni- 


valence locale simple de module p, et elle implique davantage : en effet, 


une fonction holomorphe et localement univalente de module p au sens 


strict dans un domaine fini D, est localement univalente de module supé- 
rieur à p dans tout domaine D’ complètement intérieur à D et renfermant 
au moins un cercle de rayon supérieur à p. 


Je montre ensuite que si f(z) est holomorphe et localement univalente 
de module maximum p dans un domaine D (c’est-à-dire que l’univalence 
locale de f(z) dans D n’a plus lieu pour un module plus grand que p) et 
si D,, D,, ---, Dn, .…, est une suite croissante de domaines, (D, C D, +1), 
ayant pour limite, — unique —, D, le module maximum p, d’univalence 
locale de f(z) dans D, tend vers p. Cette propriété n’a pas toujours lieu 
lorsque les domaines D,, dans lesquels la fonction f (2) est supposée holo- 
morphe, ne tendent pas vers D en croissant. J’indique des hypothèses plus 
vénérales sous lesquelles cette propriété est encore valable. 


Je termine le premier chapitre, en indiquant quelques propriétés rela- 
tives à ce que j’ai appelé l’univalence locale de rayon p et qui se définit en 
appliquant à une fonction holomorphe dans un domaine fini quelconque 
D la définition de M. Montel pour l’univalence locale de module p dans le 
cercle-unité. 


Dans le second chapitre, j’étudie les fonctions f (2) 
fG)=2+ ae + a32° + +++ + Ane + er 


holomorphes dans le cercle-unité et qui y sont localement univalentes de 
module fini. Appelons E, l’ensemble de ces fonctions qui sont localement 
univalentes de même module p, (0 <p <1), dans le cercle-unité. On sait 
que Ey est une famille normale et bornée à l’intérieur du cercle-unite ; il 


en est alors de méme pour la famille oe formée par les dérivées d’ordre 
n des fonctions de Kp. 

“ > , re . Cp = © < 

E, est de plus une famille fermée, c’est-à-dire quelle contient toute 

fonction limite unique dans le cercle-unité d’une suite infinie de fonctions 


lui appartenant. . 


— 


. —"56= 


Le’ module des fonctions de Bo at d’après ce qui précéde, borné supé | 


vie 1 


rieurement sur la ideeontéretiee izgj—", (0< <4): désignons par 


Ma (1, p) cette borne supérieure. Les fonctions M, (r, p) jouissent de pro- 


priétés communes. 
. Je montre, en particulier, que al a l'inégalité. 


es per M, a ure p)< = pi M, e Poy. Po) 
oe lorsque pages i 
silk Ua mn Ps pps Me 1; ‘ee 
j'en déduis que, pour r constant, M, (r,p) est fonction continue de p. 
De plus, on voit que, pour p constant, M, (r, p) est fonction convexe de 
log r, (0 r <1). La combinaison de ces deux résultats permet d'affirmer 
que M (r, p) est continue sur l’ensemble du plan des (7, p) défini par les 
inégalités 
One des 0e ss 
Je démontre ensuite que l’on a, n étant supérieur ou égal à un, l’inégalité 
M, (rp) < k"— M, (0, hep) M, (r, p) 


pour toute valeur de k et toute valeur de r telles que l’on ait 


1 
cates PS RE 
= f= 
Cette inégalité se déduit d’une inégalité analogue relative au module de 
la dérivée n” d’une fonction quelconque de E, . L’étude de cette dernière 


inégalité dans un cas particulier, me permet ip montrer que pour toute 
fonction f (2) de Ky, on a 


TO sta), (ols4--e), 


A(p) représentant un nombre positif ne dépendant que de p. 


L’étude faite au premier chapitre de l’univalence locale de module p et 
celle de l’univalence locale de rayon p conduisent à examiner des classes 
particuliéres de domaines. L’une est celle des domaines dont tout point a 
distance finie est intérieur à un cercle de rayon fixe intérieur au domaine ; 
l’autre est celle des domaines tels que pour tout cercle de rayon inférieur 
à un nombre fixe et intérieur au domaine, il existe un cercle de rayon égal 
au nombre fixe comprenant le premier cercle à son intérieur et intérieur 
lui-même au domaine considéré. 

Les domaines finis de la première catégorie sont tels que la valeur d’une 
fonction en un point quelconque joue un rôle immédiat quant à l’univa- 
lence locale de rayon p de cette fonction dans le domaine : les domaines 


- 


ay 


finis'de la. seconde catégorie jouissent de la même propriété, puisqu'ils 
4 rentrent dans la première catégorie ; de plus, ils sont tels que toute: fonc- 
i tion holomorphe et localement univalente de ‘rayon p dans un pareil 
domaine, yest aussi localement univalente de module p, c’est-à-dire que, 
2 . pour les domaines de la seconde catégorie, les notions d’univalence locale 
~ de module p et d’univalence locale de rayon p se confondent. 


La frontiére d’un domaine de la premiére catégorie a en chacun de ses 
points à distance finie au plus deux demi-tangentes ; si l’on considére un 
tel point M et un arc de circonférence de centre M et qui ne coupe ou 
n’atteint qu’une seule demi-tangente en M à la frontière du domaine, cet 
arc de circonférence ne renferme, si son rayon est suffisamment petit, 
qu’au plus deux points de la frontiére du domaine ; dans certains cas, on 

peut même montrer que sur un tel arc, de rayon suffisamment petit, il n’y 
a qu’au plus un point de la frontiére du domaine. 

La frontiére d’un domaine de la seconde catégorie ne peut se décomposer 
en deux ensembles fermés et disjoints, sans que ceux-ci ne soient distants 
Pun de l’autre d’au moins deux fois le nombre fixe correspondant à ce 
domaine ; si la frontière d’un domaine de la seconde catégorie est finie, 
donc bornée, le domaine est nécessairement à connexion finie. 

J’indique en terminant diverses propriétés de ces domaines, en parti- 
culier, une propriété caractéristique des domaines de la seconde catégorie. 


, CHAPITRE I 
L'UNIVALENCE LOCALE DES FONCTIONS HOLOMORPHES 


1. Comme il a été dit dans l'introduction, nous étudierons dans ce 
chapitre diverses propriétés relatives à l’univalence locale des fonctions 
holomorphes. Avant de préciser cette notion, il est nécessaire de rappeler 
quelques définitions. | 

Considérons le plan complexe, c’est-à-dire, si l’on veut, le plan euclidien 
de représentation de la variable complexe 

z—ao++uy (a, y, réels), 
complété par le point à l’infini. Les points autres que le point à Pinfini 
sont dits « points à distance finie ». 

Nous considérons donc le plan rapporté à deux axes rectangulaires ox 
et oy; menons, dans l’espace à trois dimensions, un axe oC de même 
origine O et perpendiculaire au plan des deux premiers ; soit P le point, 
de l’espace à trois dimensions, de coordonnées (0, 0, 4), commun à l’axe 
ot et à la surface sphérique de centre l’origine et de rayon un. Nous 


ne Ro" 


définissons, entre le plan complexe et cette surface sphérique, une corres- 
pondance biunivoque en faisant correspondre à chaque point M, à distance 
finie, du plan complexe le second point d’intersection M’. distinct de P, 
de la droite PM avec la surface sphérique et en faisant, en outre, corres- 
pondre entre eux le point à l'infini du plan complexe et le point P. 


On appelle alors voisinage d’un point M quelconque du plan com- 
plexe, l’image sur ce plan d’une calotte de la surface sphérique ayant pour 
pole l’image M’ de M, c’est-à-dire l’image sur le plan de l’ensemble des 
points de la sphère distants en ligne droite de M’ de moins qu’un nombre 
positif fixe. iv | 

Étant donné un ensemble E quelconque du plan complexe, un point M 
du plan est dit intérieur à l’ensemble s’il existe un voisinage de M dont 
tous les points appartiennent à l'ensemble; ce point est dit extérieur 
à l’ensemble s’il existe un voisinage de M dont aucun point n’appartienne 
à E ; il est point frontière s’il n’est ni intérieur ni extérieur à E, c’est- 
à-dire si chacun de ses voisinages renferme des points de E et des points 
non de E. Le point M est point limite de E si tout voisinage de M renferme 
des points de E distincts de M. 


Un ensemble est ouvert si, par rapport à lui, chacun de ses points est .— 


un point intérieur ; un ensemble est fermé s’il contient tous ses points 
limites. 


Soient E, un ensemble, et E’, l’image de E sur la sphère. Deux points 
de E sont bien enchainés si les images de ces points sur la sphère peuvent 
toujours être considérées comme points extrêmes d’une suite finie de 
points de E’ telle que la plus grande des distances rectilignes de deux 
points consécutifs soit inférieure à un nombre positif arbitrairement 
choisi. Un ensemble est bien enchainé si deux quelconques de ses points 
sont bien enchainés. Un continu est un ensemble d’au moins deux points, 
fermé et bien enchainé. | 

Un ensemble E est dit connexe si les images sur la sphère de deux 
quelconques de ses points peuvent être reliées sur la sphère par une 
courbe définie par trois fonctions 


EE), n=n(t), C=), E+n +e— 1), 
délinies et continues dans l'intervalle fermé (0, 1), et telle que ses points 


appartiennent à l’ensemble E’, image de E sur la sphère. 


Un domaine se définit alors comme étant un ensemble connexe et 
ouvert. Un exemple de domaine est le cercle qui, dans ce qui suit, sera 
défini comme l’ensemble des points à distance inférieure à un nombre 
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positif fixe » d’un point M à distance finie ; » et M sont respectivement le 
rayon et le centre du cercle. 

Considérons la frontière d’un domaine D distinct du plan complexe tout 
entier. Si cette frontière peut être considérée comme composée d’un 
nombre fini de points ou de continus, le domaine est à connexion finie ; 
sinon, il est à connexion infinie. La frontière d’un domaine à connexion 
finie se compose d’un nombre fini k de points P ou de continus C séparés, 
c’est-à-dire tels qu'aucun P n’appartienne à un C et que les C soient deux 
à deux sans points communs ; le domaine est dit alors avoir k comme 
ordre de connexion. l’ordre de connexion d’un domaine à connexion 
infinie est aussi dit, par définition, infini. Un domaine est simplement 
connexe ou multiplement connexe suivant que son ordre de connexion est 
égal à un ou supérieur à un. On dit aussi que zéro est l’ordre de connexion 
du plan complexe tout entier. 


Un ensemble E est intérieur à un domaine D si tout point de E appar- 
tient à D ; l’ensemble E est complètement intérieur au domaine D lorsque 
Pensemble fermé obtenu en adjoignant à E sa frontière, ensemble que 
nous désignerons par E (’), est intérieur à D. 

Un domaine est fini s’il ne renferme pas le point à l’infimi ; il est borné 
lorsque, de plus, le point à lintini lui est extérieur. 


Dans la suite de ce chapitre, nous ne considérerons que des domaines 
finis. On entendra par rayon intérieur d’un tel domaine, la borne 
supérieure de l’ensemble des rayons des cercles intérieurs au domaine si 
ensemble de ces rayons est borné supérieurement ; sinon, le rayon 
intérieur sera l'infini (positif) (?). 


2. Étant donnée une fonction holomorphe dans un domaine fini D, on 
dit (*) que cette fonction est univalente dans ce domaine si elle ne prend 
dans D qu’une seule fois chacune de ses valeurs. 

Cette fonction est dite p-valente dans D, si elle ne prend dans D qu’au 
plus p fois chacune de ses valeurs et s’il existe au moins une valeur que 
la fonction prend p fois dans D. 

(1) Si D est un domaine (en particulier, un cercle). D désignera donc l’ensemble fermé 
obtenu en adjoignant à D sa frontière ; nous dirons, dans ce sens, que D est un domaine 


fermé (un cercle fermé). 

(2) Alin de simplifier le langage, nous considérerons l'infini (positif) comme un nombre 
supérieur à tous les nombres positifs finis ; réciproquement, on entendra par « nombre 
positif inférieur à l'infini », un nombre positif fini. 

() Paul Monrez, Leçons sur les fonctions univalentes ou multivalentes. Paris, Gau- 
thier-Villars, 1938, p. 4. 


Es 


Une fonction, holomorphe dans un domaine borné et fermé D, est 
univalente dans ce domaine fermé si elle ne -prend dans D qu’une seule 
fois chacune de ses valeurs ; elle est p-valente dans le domaine D fermé 
si elle ne prend dans D qu'au. plus D. fois chacune de ses valeurs et sil 
existe au moins une. valeur que la fonction prend p fois dans D. 


© Soit f(z) une Sane holomorphe. dans un domaine fini D, et soit CA 
un point de ce domaine. Si f'{z,) est égal à zéro, on sait que f(2) n’est 
univalente dans aucun cercle de centre 2; Par contre, si f(z) est différent 
de zéro, f(z) est univalente dans tous les cercles de centre z, et de rayon 
inférieur à un certain nombre positif (!). 

Par définition, le rayon d’univalence de f(z) autour rif point 2, par 
rapport au domaine D sera : 1° égal à zéro si f"(z,) est nul ; 2° si f'G, ) est 
différent de zéro, il sera égal à la borne supérieure des rayons » des 
cercles de centre z,, intérieurs à D et dans lesquels f(z) est univalente, ou 
à l'infini (positif) suivant que l’ensemble de ces rayons 7 est ou n’est pas 
borné supérieurement (ce dernier cas ne se produit que si D a comme seul 
point frontière le point à l'infini et si f(z) est une fonction linéaire de 2). 


Il est immédiat que lorsque le rayon d’univalence de f(z) autour du 
point z, par rapport à D n’est ni nul ni infini, f(z) est univalente dans le 
cercle C de centre z, et de rayon égal à ce rayon d’univalence et il n’existe 
pas dans D de cercles concentriques de rayon supérieur à celui de C dans 
lequel f(z) soit encore holomorphe et univalente. Alors, si C est complè- 
tement intérieur à D, on peut, en appliquant un raisonnement utilisé par 
M. Dieudonné (*) dans le cas des fonctions entières, montrer que sur la 
circonférence de C, f(z) prend deux fois au moins une même valeur en 
des points distincts ou confondus. 


3. Introduisons maintenant la notion d’univalence locale. M. Montel (°), 
se limitant à la considération du cercle-unité | 2 | <4, dit qu’une fonction 
f(z), holomorphe dans ce cercle, y est localement univalente de module 
0,(0< p <4), si cette fonction est univalente dans tout cercle de rayon p 
intérieur au cerele-unité. 

Nous avons fait remarquer dans l'introduction que l'application de 
cette définition à un domaine GA Agere aurait pion ne rs que 


(') G. JULIA, Principes géométriques d’ short Paris, Gauthier- Villars, 1930, pp. 1-4. 

(*) J. DI&UDONNÉ, Recherches sur quelques problèmes relatifs aux polynomes et aux 
fonctions bornées d’une variable complexe. Annales de l'École Normale Supérieure, 
t. 48, 1931, pp. 247-358 ; ef. spécialement p. 309. 

(5) P. Monrex, Sur les fonctions localement univalentes ou multivalentes. Annales de 
l’École Normale Supérieure, t. 54, 1937, pp. 39-54. 
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les valeurs de la fonction en certaines parties du domaine ne joueraient 


pas de rôle immédiat au point de vue de l’univalence locale, puisque, ~ 
étant donné un nombre positif fixe : r, tout point d’un domaine arbitraire 
n’est pas intérieur à un cercle de rayon r et intérieur au domaine, et cela 
quelque petit que soit le nombre > donné. Nous sommes ainsi conduits 
a introduire les définitions suivantes : 


Soit un domaine fini quelconque D, et soit f(z) une fonction holomorphe 
dans D; un nombre p sera un module d’univalence locale de {(z) dans db si 

lp est positif et non supérieur au rayon intérieur de D ; 

2 f(z) est univalente dans tout cercle de rayon non supérieur à 0 
intérieur à D. (Dans le cas où le rayon intérieur de D est infini, cette défi- 
nition doit être évidemment entendue comme suit : un nombre positif 
quelconque p sera un module d’univalence locale de f(z) dans D si la 
condition 2’ a lieu ; l’infini (positif) sera un module d’univalence locale de 
f(z) dans D si f(z) est univalente dans tout cercle intérieur à D. 

Si, avec cette définition du module d’univalence locale, f(z), holomorphe 
Hans le domaine fini D, y admet p comme module d’univalence locale, 
f(z) sera, par délinition, localement univalente de module p dans D. 


REMARQUE. — Il revient au même de remplacer la condition 2° ci-dessus 
par celle que f(2) soit univalente dans tout cercle de rayon inférieur à p, 
complètement intérieur à D. En effet, s’il en est ainsi, la condition 2'est 
réalisée par le fait même : si G est un cercle de rayon non supérieur à p, 
intérieur à D, f(z) est univalente dans GC; car sinon il existerait deux 
points distincts z, et 2, intérieurs à G en lesquels f(z) prendrait la même 
valeur ; par conséquent, il existerait un cercle complètement intérieur à C, 
— done complètement intérieur à D et de rayon inférieur à p — dans 
lequel f(2) ne serait pas univalente, contrairement à l'hypothèse faite. 


On voit tout de suite que si f(z), holomorphe dans le domaine fini D, 
y est localement univalente de module p, elle y est aussi localement 
univalente de module p’ pour toute valeur de p’, positive et inférieure à p. 
Réciproquement, si f(z), holomorphe dans le domaine fini D, y admet une 
suite croissante p,, Ps, +, P,, ---, de modules d’univalence locale, tendant 
vers p,, OU, ce qui revient au même, si f(2) est localement univalente de 
module p dans D pour toute valeur de p inférieure à p,(p, > 0), f(e) est 
aussi localement univalente de module p, dans D. En effet, p, est positil 
et certainement non supérieur au rayon intérieur de D ; de plus, f(z) est 
univalente dans tout cercle intérieur à D et de rayon inférieur à 9, ; 
d’après la remarque précédente, f(z) est alors localement univalente de 


module p, dans D. 
Soit f(z), holomorphe dans le domaine fini D et y admettant.un module 


d’univalence locale.. Gonsidérons alors l’ensemble des modules d’univa- 


lence locale de f(z) dans D. Désignons par p,, soit la borne supérieure de 
cet ensemble, soit l'infini (positif) suivant que l’ensemble de ces modules 
est ou non borné supérieurement. D’aprés ce qui précéde, p, est encore 
un module d’univalence locale de f(z) dans D. Comme aucun nombre 
supérieur à p, (s’il en existe) ne peut être un module d’univalence locale 
de f(z) dans D, nous appellerons p, le module maximum d’univalence 
locale de f(z) dans D. 


Enfin, une fonction f(z), holomorphe dans un domaine fini D, sera dite 
localement univalente à l’intérieur de D, si dans tout domaine D’. com- 
plétement intérieur à D, f(z) est localement univalente de module fini, 
c’est-à-dire, si f(z) possède un module d’univalence locale dans D’. 


4. On peut montrer que l’ensemble des fonctions holomorphes dans un 
domaine fini D et localement univalentes à l’intérieur de D se conlond 
avec l’ensemble des fonctions holomorphes dans D dont la dérivée ne 
s’annule pas dans D. On a en effet : 


Tuéorème |. — La condition nécessaire et suffisante pour qu’une 
fonction f(z), holomorphe dans un domaine fini D, soit localement univa- 
lente à l’intérieur de D est que la dérivée première de cette fonction ne 
s’annule pas dans D (°). 


En effet, si en un point z, de D, on avait f’(z,) —0, f(z) ne serait uni- 
valente dans aucun cercle de centre z, et intérieur à D, si petit que soit le 
rayon de ce cercle. Mais alors, si C désigne un cercle de centre z, complè- 
tement intérieur à D, f(z) n’admet dans C aucun module d’univalence 
locale et n’est donc pas localement univalente à l’intérieur de D. 


Réciproquement, supposons que f(z) ne s’annule pas dans D, et soit D,, 
un domaine quelconque complètement intérieur à D. Montrons que f(z) 
admet un module d’univalence locale dans D,. 

Soit z, un point quelconque de D Désignons par r(z,), soit le nombre 
un, soit le rayon d’univalence de f(z) autour de 2, par rapport à D suivant 
que ce rayon est ou n’est pas supérieur à un ; r(z,) est différent de zéro 
dans D et f(z) est, quel que soit 2, de D, univalente dans le cercle de 
centre z, et de rayon r 2,), cercle toujours intérieur d’ailleurs à D. 

Dans le domaine fermé D,. r(z) est borné inférieurement par un nombre 
positif a; en effet, autrement il existerait une suite de points 2,, &, -.-, 


2, +, de D, admettant comme point limite (unique). un point z, de D, 


(1) La démonstration donnée ici ne diffère pas, dans son principe, de la démonstration 
donnée par M. Montel dans le cas du cercle-unité. Cf. P. MoNTEzL, loc. cit p- 60 
., p. 60. 
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j (z, est intérieur à D puisque D, est complètement intérieur à D) et telle 
… que r(z,), tende vers zéro avec (1: n); ce qui est impossible, car a partir 
_ dune certaine valeur de n, z, est intérieur au cercle C de centre z, et de 
rayon r(z,), et donc que, à partir de la même valeur de n, r(z,) est au 
moins égal à la distance d, de z,, à la circonférence de C ; or, cette distance 
d, tend vers r(z,) quand n augmente indéfiniment. 
_ Soit 8 le rayon intérieur de D, : désignons par p(D,) le plus petit des 
_ deux nombres a et 8 ; p(D,) est un module d’univalence local de f(2) dans 
… D,, car 1° p(D,) est positif comme a et B et n’est pas supérieur au rayon 
intérieur de D, ; 2° si est un cercle intérieur à D,, de rayon non supé- 
rieur à p(D,) et de centre 2’, C est intérieur au cercle concentrique de 
rayon r(2;), dans lequel on sait que f(z) est univalente ; à fortiori, f(z) est 
» univalente dans C, ce qui achève la démonstration. 


On voit de la même façon que ci-dessus que, pour que f(z), holomorphe 
dans le domaine fini D, y soit localement univalente de module fini, il 
faut que la dérivée f’(2) ne s’annule pas dans D. Mais, cette condition n’est 
plus suffisante ; par exemple, la dérivée f’(z) de la fonction 
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ne s’annule pas dans le cercle-unilé | z| <4, et cependant f(z) n’est pas 
localement univalente de module fini dans ce cercle, car, quelque petit 
/ que soit 7, f(z) n’est pas univalenie dans le cercle 
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intérieur au cercle-unité et de rayon r. 


5. Une fonction, holomorphe et localement univalente de module p 
dans un domaine fini D, est, par définition, univalente dans tout cercle 
intérieur 4 D et de rayon non supérieur a p. Elle est, par conséquent, 
univalente dans tout cercle fermé C complètement intérieur à D et de 
rayon inférieur a p, car le cercle fermé C est encore intérieur à un cercle 
intérieur à D et de rayon non supérieur à p. 

Mais, lorsqu'il existe des cercles de rayon p complètement intérieurs à D, 
c’est-à-dire lorsque p est fini et inférieur au rayon intérieur de D, f() n’est 
plus nécessairement univalente dans tout pareil cercle fermé. Ainsi, la 


fonction 
f(z) =e" 


est localement univalente de module 1 dans le cercle F : |z| <2, sans 
être univalente dans tout cercle fermé de rayon intérieur aT ; par exemple, 
f(z) prend la même valeur aux points d’affixes respectives 2 et (— 2) du 


cercle fermé | 2| <1. 
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On peut cependant énoncer un théorème d’où il résultera qu’une fonc- 
tion f(e), holomorphe et localement univalente de module p,. dans un 
domaine fini D, est au plus bivalente dans ni cercle feimé complètement 


intérieur à D et de rayon p eb: “PER gt ob tr da) has 


THéorème I. — Soit f op holomorphe et localement nnivalente de 
module p dans un domaine fini D, de rayon intérieur supérieur à p (°) ; 
si la fonction f(z) prend la même valeur en deux points distincts d’un 
cercle fermé de rayon p complètement intérieur à D, ces deux points sont 
sur la circonférence du cerele et dames lee opposés l’un. à l'autre. 


En effet, soit C un cercle de rayon p complètement intérieur à ies deux 
points quelconques 2, etz, du cercle fermé C, à moins qu’ils ne soient 
situés aux extrémités d’un même diamètre de CG, sont toujours intérieurs 
à un même cercle de rayon p intérieur à D. Car, comme C est complète- 
ment intérieur à D, il existe un cercle [ concentrique à G dont chaque point 
est centre d’un cercle de rayon p intérieur à D. Quels que soient 2, et z, du 
cercle fermé C, non situés aux extrémités d’un même diamètre, il existe, 
dans ce cercle F, comme on le vérifie facilement, un point A dont les 
distances à 2, et à z, sont inférieures à p ; le cercle de centre A et de 
rayon p comprend 2, et z, à son intérieur et est intérieur à D. 

Cela démontre le théorème ; en effet, si en deux points distincts z, etz, 
d’un cercle fermé C de rayon p et complètement intérieur à D, on a 


Fa) =f (.), 


z, et z, sont situés aux extrémités d’un même diamètre de C, car, dans le 
cas contraire, z, et z, seraient tous deux intérieurs à un cercle C’ de rayon p 
et intérieur à D dans lequel, contrairement aux hypothèses, f(z) ne serait 
pas univalente. 


Corollaire : f(z) est au plus bivalente dans tout cercle fermé de rayon p, 
complètement intérieur à D. 

Car si l’ordre de multivalence de f(z) dans un pareil cercle fermé C 
dépassait deux, f(z) prendrait ure même valeur en au moins trois points 
distincts de G et, donc, en deux points non situés aux extrémités d'un 
même diamètre de C. 


Nous sommes ainsi amenés à distinguer parmi les fonctions holomorphes 
et localement univalentes de module p dans un domaine fini D celles qui, 
lorsqu'il existe au moins un cercle de rayon p complètement intérieur à D, 


(') p est done fini, ce qui permet de parler d’un cercle de rayon p. 
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sont de: plus univaléntes dans tout pareil cercle fermé. Nous-disons qu’une - 
fonction f (2),: holomorphe dans un domaine fini D;'est localement univa=~ 
lente de module p aw sens strict dans D si d’abord p.est un module d’uni- : 
valence locale de f(z) dans D et si de plus, dans le: cas où p est inférieur 
au rayon intérieur de D, f (2) est aussi Lavalen dans tout soie prune 
de rayon p complètement intérieur à D. 

. On remarquera que si p est un module dunitilshest locale du Wee 
domaine fini D de la fonction f(z), holomorphe dans D, mais n’est pas le\ 
module maximum d’univalence locale de f(z) dans D, f (z) est Soulaues 
localement univalente Ge module p au sens strict dans D. 


6. La propriété d’ RTE locale à l’intérieur dun Adina fini D: et 
la propriété d’univalence locale de module p dans D se transmettent, à 


_ partir des fonctions d’une suite, uniformément convergente à l’intérieur! 


de D (’), de fonctions holomorphes dans D, à la fonction limite gaa 
que celle-ci ne soit pas constante. as 
-On a en effet les théorèmes ci-après : 
THéORÈME III. — Si une suite de fonctions, holomorphes dans un 
domaine fini D et localement univalentes à l’intérieur de D, converge uni- 
formément à l’intérieur de ce domaine vers une fonction limite non cons- 
tante, cette fonction limite est aussi localement univalente à l’intérieur de D. 


® THÉORÈME IV. — Si une suite de fonctions, holomorphes et localement 
univalentes de module p dans un domaine fini D, converge uniformément 
à l’intérieur de D vers une fonction limite non constante, cette fonction 
limite est encore localement univalente de module p dans D (°). 


Pour démontrer le premier de ces deux théorèmes il suffit, d’après Je 
théorème I, de montrer que la dérivée f'(z) de la fonction limite f (z) ne 


” 


() Rappelons qu’une suite f(z), f2 (2), --, fn (2), … de fonctions holomorphes dans un, 
domaine converge uniformément dans ce domaine si pour tout € positif, on a à partir. 
d’une certaine valeur n (e) de l'indice n et pour tout entier positif p, ne! 
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quel que soit z dans D, ou, par extension, si pour tout.N positif si, grand qu'il soit, on a 
à partir d’un certain rang 

5 ARC aa! 
asl que soit s dans D; dans ce cas f, (2) est dite converger uniformément vers l'infini 


dans D, et la fonction limite est la constante infinie. 
La suite converge uniformément à l’intérieur de D si elle converge uniformément dans: 


tout domaine D, complètement intérieur à D. 
(2) Le théorème est dû à M. Montel, loc. cit., p. 60. 
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s’annule pas dans D. Soient f, (2), f, (2); «+.» fr (2), ---, les fonctions de la 
suite, les dérivées fi (2), fz (2), ---, fn (e), …., ne s’annulent pas dans D et. 
convergent uniformément à l’intérieur de D vers la dérivée f(z) de la 
fonction limite ; par hypothèse, f’ (2) n’est pas identiquement nulle. Alors, 
tout zéro de f’ (2) doit être, en vertu de la propriété d’accumulation des 
zéros des fonctions d’une suite uniformément convergente ('), limite de 
zéros des fonctions fy (z) ; comme ces fonctions ne s’annulent pas dans D, 
f'(e) ne s’annule pas non plus dans D. he O0. FU 


Démontrons le second de ces deux théorèmes. Soient encore f, (e), 
fa (2), «++» fn (2), …, les fonctions de la suite et, f (2) la fonction limite. 

D’après la remarque indiquée à la page 61, il suffit, pour établir notre 
thèse, de montrer que f (z) est univalente dans tout cercle complètement 
intérieur à D et de rayon inférieur à p. Soit G un tel cercle ; la suite des 
fonctions fn (2) converge uniformément dans C vers la fonction f (z) non 
constante. Mais alors, d’après un théorème de M. Montel (*), f (2) est, 
comme les f, (2), univalente dans G. D’après ce que nous venons de dire, 
cela suffit pour établir le théorème IV. 


7. Démontrons la réciproque du théorème III; on a 


THÉORÈME V. — Si la fonction limite d’une suite, uniformément conver- 
gente à l’intérieur d’un domaine fini D, de fonctions holomorphes dans ce 
domaine, est localement univalente à l’intérieur D, les fonctions de la suite 
sont, à l’intérieur de tout domaine D’ complètement intérieur à D, locale- 
ment univalentes à partir d’un certain rang. 


En effet, soient f, (2), f, (2), - -, fn (2), … les fonctions de la suite et f (z) 
la fonction limite (*). Les dérivées fi (2), fa (2), .……, fn (2) ++, des fonctions 
de la suite convergent uniformément à l’intérieur de D vers la dérivée 
f’ (2) de f(z); f (2) ne s’annule pas dans D. La proposition qui nous a 
servi pour établir le théorème direct, nous permet encore d’affirmer que 
dans tout domaine D’ complètement intérieur à D, les fonctions fa (2) ne 
s’annulent plus à partir d’un certain rang, ce qui, en vertu du théorème I, 
démontre le présent théorème. 


On remarque que, même en supposant la convergence uniforme dans D, 
on ne peut pas, en général, affirmer que les fonctions de la suite sont à 


@) P. Monrez, Leçons sur les fonctions univalentes..., p. 7. 

(?) P. Monrez, Sur les suites de fonctions analytiques qui ont pour limite une constante, 
Bulletin de la Société mathématique de France, t. 53, 1925, p. 246-257. 

(°) f (3) est non constante d’après les hypothèses faites ; en particulier, f(z) n’est pas. 
Ja constante infinie. : 
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partir d’un certain rang localement univalentes à l'intérieur de D. pei 
ds exemple, 


fn @)=2 2" T;; 


…. fn (2) converge uniformément dans le cercle-unité vers la fonction 
; f (2) = 2° — 92; 


f (2) est localement univalente à l’intérieur du cercle- unité, car f’ (z) ne 
s’annule pas dans ce cercle ; mais comme l’on a 


, eae 

f In ( x vd 

r quelque grand que soit n, fn @) n’est pas localement univalente a l’inté- 
rieur du cercle-unité. 


On remarquera aussi que si f’ (2) s’annule en un point de D, la conclusion 
du théorème V ne peut être valable pour toute suite, uniformément conver- 
gente à l’intérieur de D, de fonctions holomorphes dans D. Elle n’est déjà 
plus valable pour la suite des fonctions 


fn (@) =f(@)+n x. 


8. On ne peut formuler pour le théorème IV une réciproque parallèle 
à celle du théorème II] que si l’on suppose la fonction limite f (2) locale- 
ment univalente de module p au sens strict dans D. On a alors 


THéoRÈME VI. — Si la fonction limite d’une suite, uniformément conver- 
gente à l’intérieur d’un domaine fini D, de fonctions holomorphes dans D, 
est localement univalente de module 9 au sens strict dans D, dans tout 
domaine D’, complètement intérieur à D et de rayon intérieur 7’, les fonc- 
tions de la suite sont à partir d’un certain rang, localement univalentes 
de module p’ si p’ désigne le plus petit des deux nombres p et 7’. 


Soient en effet f, (2), fz (2), --- fn (2), ---, les fonctions de la suite et f (2) 
la fonction limite. Soit D’ un domaine quelconque complètement intérieur 
à D; D’ est donc borné et son rayon intérieur est fini; donc p' est fini. 
Comme p’ est positif et ne surpasse pas le rayon intérieur de D”, il suffit, 
pour établir le théorème, de démontrer que, pour m assez grand, fn @) 
est univalente dans tout cercle intérieur à D’ et de rayon non supérieur à p’. 


Supposons, par impossible, qu’il n’en soit pas ainsi. I] existe alors une 
suite indéfiniment croissante d’entiers positifs nx telle qu’à chaque x cor- 


SS 


responde iun.cercle yx intérieur à D’, de rayon rx non supérieur à FEES 
que f n, (2) ne soit pas univalente dans le cercle Yx. 

L’ensemble des rayons Mx dés cercles {x est borné supérieurement, puis- 
que 7x est non supérieur à p’ ; d’autre part, l’ensemble des centres de ces 
cercles est borné comme le diteaine D’ auquel il appartient. La suite 
des Yx contient alors une suite partielle Ym, Ye, ++, Ymgs ++ admettant 


un seul cercle limite fermé ¥ (* ) poayant se réduire à un point. Le cercle . 


y fermé est de rayon non supérieur à p’, donc de rayon non supérieur à ? ; 
il appartient au domaine fermé D’ et est ainsi complètement intérieur à D. 

Par conséquent dans 7 y fermé, f(z) est univalente et f’ (2) est différente de 
zéro (si ¥ se réduit à un point, seule importe la seconde de ces deux pro- 


priétés). 


Dans ces conditions, il existe dans D un cercle y’ qui comprend y à son 
intérieur et dans lequel f (2) est encore univalente. Si y se réduit à un 
point, cela résulte du fait que f’(2) ne s’annule pas en ce point. Si y n’est 
pas réduit à un point, soit c son centre ; s’il n'existait pas de cercles y’ 
répondant aux conditions énoncées, le rayon de y serait égal au rayon 
d’univalence de f(z) autour de cpar rapport à D; alors, d’ aprés la 
remarque faite à la page 60, f (2) devrait prendre eux fois au moins une 
même valeur en des points distincts ou confondus de la circonférence de y, 
ce qui est impossible comme nous l’avons vu. 

Soient donc y’ un cercle répondant aux conditions de l’alinéa précédent, 
et y” un cercle concentrique de rayon intermédiaire entre ceux de yet 
de +’. Les fonctions fn (2) convergent uniformément vers f (2) à l’intérieur 
de y+’ etsont donc, à partir d’un certain rang, univalentes dans le cercle y"(*). 

D’autre part, pour 2 assez grand, Ym, est intérieur à x”. D’où il résulte 
que, pour 2 assez grand, fom, (z) est univalente dans Ym;, contrairement à 


ce qui avait été supposé. 


(1) Soit C1, Cg, ..., Gn, ... une suite de cercles dont les centres cn forment un ensemble 
borné ayant un seul point limite c et dont les rayons rx sont bornés supérieurement et 
ont une seule valeur limite 70. La suite de ces cercles est dite admettre un seul cercle limite 
fermé C qui est, par définiton, {°) si ro est différent de zéro, le cercle fermé de centre c 
et de rayon ro, 2°) si ro est nul, le point c (considéré comme cas limite d’un cercle fermé). 
On s’assure facilement que tout point limite d’une suite de points Pj, Pg, ..., Pr, ..., dans 
laquelle Pn appartient au cercle fermé Cn, EE lui-même à C et que, ns Consul 
si l’on considère un cercle C' concentrique à C et de rayon supérieur à To, les Cr sont à 
partir d’un certain rang.tous.intérieurs à C. 

Si ro est différent de zéro, la suite des Cn, est dite admettre un seul cercle limite C qui 
est, par définition, le cercle de centre c et de rayon ro. 

Avec la terminologie de M. Hausporrr (Mengenlehre, de Gruyter, Berlin, 1927, 

pp. 146 et 147), € est la limite fermée des Cn et C, lèur limite ouverte. 

(*) P. MONTEL, loc. cit., p.66. — Voir aussi P: MontEL, Leçons sur les fonctions uni- 
valentes..., p. 9 


mi 
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Nous aboutissons à une contradiction, et lé théorème est démontré. 


_ Remarques. — I. Comme pour le théorème précédent, on remarque que, 
même en supposant la convergence uniforme dans D, on ne peut pas 
affirmer en général que les fonctions de la suite sont, à partir d’un certain 
rang, localement univalentes de module p dans D. Reprenons l'exemple 
des fonctions 1a yy 


: n—1 
fn (2) = 2? —2 n 


qui convergent uniformément dans le cercle-unité | 2 |< 1 vers la fonctiou 
f(e) = 2? — 9. 

La fonction f (2) est univalente dans le cercle-unité ; car les racines de 

- l'équation si ah 
| f(@)=A 

sont symétriques par rapport au point d’affixe un ; quel que soit p compris 
entre zéro et un, f (2) est donc localement univalente de module p au sens 
strict dans le cercle-unité alors que, comme nous l’avons vu, fn (2) n’admet, 
quel que soit n, aucun module d’univalence locale dans ce cercle. it 

II. Le fait que f(z) soit localement univalente de module p au sens 
strict dans le domaine fini D est donc une condition suffisante pour que 
le théoréme VI soit vrai pour toute suite de fonctions holomorphes. con- 
vergeant uniformément à l’intérieur de D vers f(z). Cette condition est 
aussi nécessaire, c’est-à-dire que si f(z) n’est pas localement univalente 
de module p au sens strict dans D, il existe toujours au moins une suite 
de fonctions holomorphes dans D, convergeant uniformément à l’intérieur 
de D vers f(z) et pour laquelle la conclusion du théorème VI n’est pas 
valable. 


En effet, d’après les définitions, si f (z) est holomorphe et localement 
univalente de module p dans le domaine fini D sans l’être au sens strict, p 
est plus petit que le rayon intérieur de D, et il existe un cercle fermé de 
rayon p complètement intérieur à D dans lequel f (2) n’est pas univalente. 
Si f (2) n’est pas localement univalente de module p dans D, il existe un 
cercle fermé complètement intérieur à D et de rayon plus petit que p dans 
lequel f(z) n’est pas univalente. Désignons, dans les deux cas, ce cercle 
fermé par C. Il existe dans C deux points 2, et 2, distincts tels qu’en ces 


points, on ait 
ct Ge f (2) : 
‘Désignons par A cette valeur commune. On peut écrire 


f(@=At+ (2 —2,) (@— 2) p(e), 


AO. — 
(2) étant holomorphe dans D. Poseïissus. né agrlbueds Aye 
fr @ns+(2 RE) (ae @ "acte (0 (0 (n=1,2,8,--) 


La suite des fn (2) converge ‘uniformément vers f (2) à l'intérieur de D; : 
en effet, 1° on a | 


IF CG) — fn @)1= 9 Bar 


et 2° (2) étant holomorphe dans D, | (2) | est borné Jade ee 
dans tout domaine complètement intérieur à D. Mais, on a 


n— À 


et, pour » supérieur à deux, les points d’affixes respectives 


(n—1) 2, +2, (n —1) 2+ 2, 
nie ive n 


sont distincts et intérieurs à C. Par conséquent, les fonctions fn (2) ne sont 
à partir d’aucun rang toutes univalentes dans le cercle (ouvert) G de rayon 
non supérieur à p et complètement intérieur à D, et pour la suite de ces 
fonctions, la conclusion du théorème VI n’est pas valable. 


til. Examinons de plus près le cas où la fonction limite est localement 
univalente de module p sans l’être au sens strict. 


Soit donc une fonction f(z), holomorphe dans le domaine fini D et 
localement univalente de module p dans ce domaine, mais non au sens 
strict. Alors d’aprés les considérations faites au paragraphe 5, p est fini 
et inférieur au rayon intérieur de D ; de plus, p est le module maximum 
d’univalence locale de f(z) dans D. 

Soit f(e), (2), ..., f,(@), …, une suite de fonctions holomorphes dans D, 
convergeant uniformément vers f(z) à l’intérieur de D. 


Si le domaine D’, complètement intérieur à D, est de rayon intérieur p’ 
plus petit que p, la conclusion du théorème VI reste valable : les fonctions 
de la suite sont à partir d’un certain rang localement univalentes de 
module p’ dans D'; cela résulte du théorème VI lui-même en remarquant 
que f(z) est localement univalente de module p” au sens strict dans D pour 
toute valeur de p” positive et inférieure à p. 

Si le domaine D', complètement intérieur à D, est de rayon intérieur 
plus grand ou égal à p, on voit de la même façon que, quel que soit p’ plus 
petit que p, les fonctions de la suite sont, à partir d’un certain rang, 
localement univalentes de module p' dans D’. 


on — 
On peut ainsi énoncer le théorème 


THÉORÈME VI’. — Si la fonction limite d’une suite, uniformément con- 
vergente à l’intérieur d’un domaine fini D, de fonctions holomorphes dans 
D, est localement univalente de module p dans D, 1° dans tout domaine 
complètement intérieur à D et de rayon intérieur p' plus petit que p, les 
fonctions de la suite sont à partir d’un certain rang localement univalentes 
de module p'; 2° dans tout domaine complètement intérieur à D et de rayon 
intérieur supérieur ou égal à p (s’il en existe), les fonctions de la suite, pour 
toute valeur de p' positive et inférieure à p, sont à partir d’un certain rang 
localement univalentes de module p'. 


9. Nous avons déduit le théorème VI' du théorème VI; le théorème 
suivant permettrait de revenir du théorème VI' au théorème VI. 


THéoRÈME VII. — Si la fonction f(z) est holomorphe et localement uni- 
valente de module p au sens strict dans le domaine fini D de rayon inté- 
rieur plus grand que p (’), dans tout domaine D', complètement intérieur 
à D et de rayon intérieur plus grand que p, f(z) est localement univalente 
de module supérieur à p. 


Le théorème est évident si f(z) est une fonction linéaire de z; nous le 
démontrerons donc en supposant f(2) non linéaire ; cela entraîne que le 
rayon d’univalence de f(z) par rapport à D autour d’un point quelconque 
de D est fini. 


Soit donc D’ un domaine complètement intérieur à D et de rayon inté- 
rieur 7’ plus grand que p; soit EK’ l’ensemble des points de D’ dont la 
distance à la frontière de D’ est au moins égale à p ; E’ n’est pas vide et 
est un ensemble fermé et borné. 


Soient P, un point de EF’, et C, le cercle de centre P et de rayon p. G est 
intérieur à D’, donc complètement intérieur à D ; par conséquent, f(2) est 
univalente dans le cercle fermé G et f’(z) ne s’annule pas dans C. On voit 
alors comme à la page 68, qu’il existe dans D un cercle concentrique à C, 
de rayon plus grand que p et dans lequel f(z) est encore univalente i le 
rayon d’univalence r(P) de f(z) autour du point P par rapport au domaine 
D est donc supérieur à p. Sur E’, qui est fermé et borné, r(P) a alors une 
borne inférieure r” plus grande que p ; en supposant le contraire, on 


(1) Même remarque qu’à la page 64. 
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arriverait, par un raisonnement semblable à celui fait à la page 62; 4une 
contradiction, puisque en tout point de E’, r(P) est plus grand que gt), | 
nos if 31 a wir + * 30 ey KRU R A 
_«Désignons par 9’ le plus petit des deux nombres +" et r” ; p’ est, comme 
+'etr”", plus grand que p. Montrons que p" est un module d’univalence 
locale de f(z) dans D'. D’abord, p’ est positif et non supérieur au rayon 
intérieur de D. Ensuite, f(z) est univalente dans tout cercle C intérieur 
:à Det de rayon non supérieur à p’. En effet, si le rayon de C n’est pas 
“supérieur à p, cela résulte directement des hypothèses ; si le rayon de C 
“est supérieur à p et non supérieur à p', le centre de C appartient à E', et 
le rayon de C n’est pas supérieur à la valeur de r(P) au centre de C ; f(e) 
est donc encore univalente dans C. “ 
Ainsi f(2) est localement univalente de module 9’, plus grand que p, 
dans D’, et le théorème est démontré. | 


, fit TOPOL: § m : 


10. Au lieu d’examiner, comme dans les paragraphes précédents, le 
comportement du module d’univalence locale des fonctions d’une suite 
uniformément convergente, étudions maintenant le comportement du 
‘module maximum d’univalence locale d’une même fonction f(z) dans un 
domaine variable. | 


Considérons un exemple simple. Désignons par D le cercle-unité |2|<<1, 
par D,, le domaine obtenu en retranchant du cercle-unité le point d’affixe 
(2 : n), par D’, celui obtenu en retranchant du cercle-unité le point d’affixe 
(4 —2:n); D, et D, sont intérieurs à D et ont chacun D pour limite 
unique (*). Posons 


FE) = + 
et soient p, p,, P, respectivement les modules maximums d’univalence | 
locale de f(z) dans D, D,, D’. On a | 

5 dio sug 1 | 

p=1, RC Se DFE ee 
Ge qui fait que l’on a 
lim p, = 4 lim p! = 1 — 
PE 9 è BP = = 0 


RTS SOUDE MER 19 ASE ee ANS MISE AU 
(*) Cela résulte aussi du fait, facile à établir, que le rayon d'univalence 7(z,) de f(z) 
autour du point z, par rapport à D est une fonction continue de Z, (ily a semi-continuité 
inférieure et semi-continuité supérieure) ou est. constamment égal à l'infini, ceci ne se 
produisant que si f(z) est une fonction linéaire et D, le plan complexe tout entier 
(à l'exception du point à l'infini). 
(*) Pour la définition de plus grande limite, plus petite limite, limite d’une suite infinie 


d'ensembles, ef. C. DE LA VALLÉE POUSSIN, Intégrales de Lebesgue, Fonctions d'ensemble, 
Classes de Baire. Paris, Gauthier-Villars, 1934. 
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"On voit aussi que si nous rangions les D, et les D’ en une suite unique 
en posant 4 


| Da =D, Ds, = Dy. (n=4,2,8,.) = 


) 


le module maximum py d’univalence locale de f(2) dans D” ne tendrait 


vers aucune limite lorsque n augmente indéfiniment. 


On voit par ces exemples que le comportement du module maximum 
d’univalence locale d’une fonction dans des domaines formant une suite, 
est très différent suivant la suite de domaines que l’on considère. Ce 
comportement se régularise si l’on suppose que les domaines de la suite 
vont en augmentant. On a alors le théoréme:: 


THÉORÈME VIII. — Si les domaines d’une suite D, vont en augmentant 


_ et ont pour limite le domaine fini D et si la fonction f(z) est holomorphe 


et localement univalente de module fini dans D, f(z) est localement 
univalente de module fini dans Dn, et le module maximum d’univalence 
locale de f(z) dans le domaine D, a pour limite, quand x augmente 
indéfiniment, le module maximum d’univalence locale de f(z) dans D. 


La démonstration de ce théoréme repose sur le fait qu’un ensemble 
quelconque E complètement intérieur à D est intérieur à partir d’un 
certam rang à tous les Dn. 


Etablissons d’abord cette propriété. Soit P un point quelconque de 
l'ensemble fermé E. Par définition, il existe un domaine de la suite auquel 
P est intérieur ; soit n(P) l'indice de ce domaine ; alors, il existe aussi un 
cercle @ de centre P intérieur à Dre) et donc à tous les domaines suivants. 


Chaque point P de E est intérieur à un C et E est fermé et borné. On 
peut couvrir tout E au moyen d’un nombre fini K de ces cercles : 


G,,, Gp,, ++) Gp. Si l’on représente par v le plus grand des indices n(P,), 
n(P,), ..., n(Px), E est intérieur au domaine D, et à tous les suivants. 
CORP De 


Hl résulte de là en particulier que le rayon intérieur r, de Dn a an 
limite, quand n augmente indéfiniment, le rayon intérieur r de D: 
effet, 1° rn est plus petit que » ; 2° étant donné un nombre ne r 
plus petit que r, il existe un eércle C de rayon 7’, complétement intérieur 
à D ; pour n assez grand, C est intérieur à tous fas D, ; donc, pour n assez 


grand, Yn est plus grand que 7”. 


:. Venons-en à la démonstration du théorème. D’abord, si p est le nie 


maximum d’univalence locale de f(z) dans D et si r, désigne le rayon 
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intérieur de D,, le: plus petit des deux nombres p et rn est un module 
d’univalence locale de f(z) dans Dn. BAIE HA 

Ensuite soit pn le module maximum d’univalence locale de f(#) dans Dn. 
Si p est égal au rayon intérieur de D, pn est égal à 1m et a donc pour 
limite p. Si p est plus petit que le rayon intérieur de D, à partir d’une 
certaine valeur n, de n, p est plus petit que r,. On a donc dans ce cas — 


P=, (n> M,) ; 


7 


et, par conséquent, 
l=limp,zpP. 


Pour montrer que p, tend vers p, il suffit done de montrer que Yona 
= lim p, =p. 
N—>2û0 


L n’est certainement pas inférieur à p. Supposons alors que L soit plus 
grand que p et soit p’ compris entre p et L ; il existe une suite indéfini- 
ment croissante d’indices n; telle que l’on ait | 


Pr, = P'- 

Un cercle quelconque € de rayon plus petit que p’ et complètement 
intérieur à D, appartient à partir d’un certain rang v/a tous les D, et donc 
aussi, à partir d’une certaine valeur à de l’indice 7, à tous les D,,. Par 
conséquent, f(z) est univalente dans C, ce qui entraîne, puisque p’ est 
inférieur au rayon intérieur de D, que p’ est un module d’univalence locale 
de f(z) dans D. Cela ne peut être car p est, par hypothèse, le module 
maximum d’univalence locale de f(z) dans D. 

Par conséquent L est égal à p et le théorème est démontré. 


REMARQUES. — La seconde partie de l’énoncé reste vraie si l’on convient 
de dire qu’une fonction, qui n’admet aucun module d’univalence locale 
dans un domaine, admet zéro comme module maximum d’univalence 
locale dans ce domaine. 


Les exemples donnés plus haut montrent qu’il ne suffit pas de supposer 
que D,, intérieur au domaine fini D, ait pour limite D pour que le module 
maximum d’univalence locale dans D, d’une fonction f(e) (holomorphe 
dans D) tende vers le module maximum d’univalence locale de f(z) dans 
D, quand # augmente indéfiniment. 


Le théorème VIII reste néanmoins valable si au lieu de supposer que D, 
tende vers D en croissant, on suppose seulement que Dp, intérieur à D, 
tende vers D de façon qu'un voisinage suffisamment petit d’un point 


ee, men 


— 


ae 


quelconque de D n’ait de points communs qu’avec un nombre fini de 


frontières de domaines Dp. - — 
Car dans ce cas, un point quelconque de D est encore centre d’un cercle 
appartenant à tous les D, à partir d’un certain rang. En effet, si P est un 
point quelconque de D, à partir d’un certain rang no, P appartient à tous 
les Dn ; de plus, la distance d, de P à la frontière de Dn, (n = m0) a une 
borne inférieure positive d, en vertu de l’hypothése faite. Le cercle de 
centre P et de rayon d appartient à D,, et à tous les domaines suivants. 
Ce point établi, on peut reprendre les raisonnements faits au théorème 
VILE (1). 
Mais, on ne peut sans plus supprimer l’hypothèse que D, soit intérieur 
à D. Par exemple, on peut former une suite de domaine D, admettant le 
cercle-unité D, |2|<<1, comme limite (unique), et telle que D, renferme 


. cependant le point d’affixe 


“| 


g 
VAL 2h (n =4,2,...) 


Alors la fonction 
{@y— sz, 


dont le module maximum d’univalence locale dans D est un, n’admet 
cependant aucun module d’univalence dans Dn. 


11. Étudions maintenant ce que nous avons appelé € univalence locale 
de rayon fini ». 

Soit une fonction f(z) holomorphe dans un domaine fini D. Un nombre: 
p sera un rayon d’univalence locale de f(z) dans D si 

4° p est positif, fini et non supérieur au rayon intérieur de D ; 

2° f(z) est univalente dans tout cercle de rayon p intérieur à D. 

Si la fonction f(z), holomorphe dans un domaine fini D, y admet p comme 
rayon d’univalence locale, f(z) sera dite localement univalente de rayon p 
dans D. Si l’on suppose seulement l'existence d’un rayon d’univalence . 
locale de f(z) dans D, on dira que f(z) est localement univalente de rayon 
fini dans D. 

Un rayon p d’univalence locale dans un domaine fini D d’une fonction 
f(z) holomorphe dans D sera rayon d’univalence locale au sens strict de 
f(z) dans D si f(z) est aussi univalente dans tout cercle fermé de rayon p 
complétement intérieur à D; s’il en est ainsi, f(z) sera dite localement 


(1) L'hypothèse faite s'exprime aussi en disant que Dy, intérieur à D, a pour limite 
ouverte D (Cf. Hausporer, loc. cit , p. 122) ou encore, si l’on désigne respectivement 
par æ, et @ les fonetions caractéristiques des domaines D,, et D (cf. de la VALLÉE 
POUSSIN, loc. cit., p. 72) en disant que 1° æ, n’est pas supérieur à @, 2° , converge 
uniformément vers @ à l’intérieur de D. 


ER = 


üunivalente de rayon p.au sens strict dans D. Par exemple, si p,, Po, WA A Dar 
est une suite décroissante tendant vers p, > et si f(z), holomorphe dans 
le domaine fini D, admet chaque p, comme rayon d’univalence locale 
dans D, p, est un rayon d’univalence locale de f(z) au sens strict dans D. 

«Les considérations et les exemples suivants indiquent que les propriétés 
de l’univalence locale de rayon p dépendent du domaine considéré d’une 
teens plus marquée que les propriétés de l’univalence locale de module p. 

Nous avons déjà fait remarquer que si D est un domaine fini quelconque, 
les valeurs de la fonction en certaines parties du domaine ne jouent pee 
de rôle immédiat au point de vue de l’univalence locale de rayon p. Il n ’en 
‘sera autrement que si tout point de D est intérieur à un cercle de rayon p 
intérieur lui-même à D ; nous désignerons un | domaine satisfaisant a cette 
condition par la notation D(p) (). | 

De plus, il existe une catégorie de domaines tels que l’univalence locale 

de rayon p dans un de ces domaines d’une fonction quelconque entraine 
l’univalence locale de module p de cette fonction dans ce même domaine ; 
ces domaines sont tels que tout cercle de rayon inférieur à p et intérieur 
au domaine est intérieur à un cercle de rayon p appartenant lui-même au 
domaine ; nous désignerons ces domaines par la notation A(p) (’). 


Dans le cas général, l’univalence locale de rayon p, dans un domaine 
fini D d’une fonction holomorphe dans D n’entraine plus l’univalence 
locale de rayon p pour toute valeur de p plus petite que p,. Par exemple, 
considérons le domaine obtenu par la réunion des trois cercles 


1z—21<9, |2H91<9, a hat BS 


La fonction f(z) — 2°? est localement univalente de rayon 2 dans ce 
domaine, mais n’y est pas localement univalente de rayon un. 


_ 12. Diverses propriétés rapprochent l’une de l’autre les notions d’uni- 
valence locale de rayon p et d’univalence locale de module p. 


Aïnsi, si les nombres positifs p,, p., ..., p,, .… tendent en croissant vers 
une limite finie p, et si chaque p, est rayon d’univalence locale dans le 
domaine fini D pour une fonction f (2 ) holomorphe dans D, p, est aussi 
un rayon d’univalence locale de f(z) dans D. 

Si donc les rayons d’univalence locale dans le domaine fini D de la 
fonction f(z) holomorphe dans D ont une borne supérieure finie, cette 
borne supérieure est encore un rayon d’univalence locale de f(z) dans D ; 
nous Kappellerpes : rayon maximum d’univalence locale de f(z) dans D. 


€) Voir au troisième chapitre, l'étude de diverses: propriétés dex domaines D(p) 
et A(p). 


+; 


Le théorème II et son corollaire restent valables lorsqu’on les applique 
à une fonction f(z) holomorphe et localement univalente de rayon p dans. 
un domaine fini D de rayon intérieur plus grand que p, car la démonstra- 
tion du théorème II utilise uniquement le fait que f(z) est univalente dans 
tout cercle de rayon p complètement intérieur à D. Er 
 . On peut, de même, énoncer le théorème ci après correspondant au 
théorème IV : | Es a | tj 


_ TuéorèME IX. — Si'une suite de fonctions, holomorphes et localement 
univalentes de rayon p dans un domaine fini D, converge uniformément 
dans l’intérieur de D vers une fonction limite non constante, cette fonction 
limite est encore localement univalente de rayon p dans D. 47 


Ce théorème admet la réciproque suivante : 


THEOREME X. — Si la fonction limite d’une suite, uniformément conver- 
gente à l’intérieur d’un domaine fini D, de fonctions holomorphes dans D, 
est localement univalente de rayon'p au sens strict dans D, dans tout 
domaine D’, complètement intérieur à D et de rayon intérieur au moins 
égal à p, les fonctions de la suite sont à partir d’un certain rang locale- 
ment univalentes de rayon p. | 

La démonstration du théorême X est semblable à celle du théorème VI. 
Il y a une seule différence. Les cercles y,, qui intervenaient dans la 
démonstration du théorème VI, sont cette fois-ci tous de rayon p ; de sorte 
que le cercle limite fermé est aussi de rayon p. Il faut montrer que, dans 
+ fermé, 1° f(z) est univalente ; 2° f’(z) ne s’annule pas. Le premier point 
est réalisé par hypothése ; pour établir le second point, on remarque que 
si f’(z) s’annulait en un point x, de y, f(z) ne serait univalente dans aucun 
cercle de rayon p, intérieur à D et comprenant le point z, à son intérieur ; 
or, il existe de pareils cercles, car ¥ est de rayon p et est complètement 
intérieur à D. 


13. Considérons maintenant l’ensemble E des fonctions holomorphes 
et localement univalentes de rayon p dans un domaine fini D(p) [dont 
chaque point est donc intérieur à un cercle de rayon p intérieur lui-méme 
à DO). Aga eth lh 

Soit E® l’ensemble des dérivées premières des fonctions de E. E°” est 
une famille normale dans D(p). terry. . | 

En effet, dans un cercle quelconque de rayon p intérieur à D (p), les 
fonctions de E™ forment une famille normale (*). Comme tout point ue 
D(p) est intérieur à un cercle de rayon p intérieur à D(p), la famille E 


(1) P. Monrez, Leçons sur les fonctions univalentes..., p. 34. 


RE = os ee ee 


yee 


est normale autour de chaque point de D(p) ; donc (’), Di est une famille 
normale dans D(p). 

Il n’en est pas de même de la famille E. E est mar uso BAIE 
à l'intérieur de D, c’est-à-dire quasi- -normale d’ordre fini dans tout 
domaine D’ complètement intérieur à D. 


En effet, chaque . point du domaine D’ appartient à un cercle C de 


rayon p intérieur à D. D’ étant borné et fermé, il existe donc un nombre 
fini k de cercles de rayon p intérieurs à D dont l’ensemble couvre D’, 

c’est-à-dire que chaque point de D’ est intérieur à un de ces k cercles ; 
on peut alors ranger ces k cercles, au besoin en répétant un nombre fini 
de fois certains d’entre eux, en une suite C,, C,, ..., G,, de façon que deux 
cercles consécutifs de la suite aient une partie commune. 

Dans chacun de ces Kk’ cercles, la famille E est quasi-normale d’ordre 
un (*). 

Alors, étant donnée une suite quelconque de fonctions de E, deux cas 
peuvent se produire. Ou bien cette suite contient une suite partielle 
convergeant uniformément vers une fonction holomorphe à l’intérieur 
d’un des C:;, et alors cette suite partielle converge uniformément à l’inté- 
rieur de l’ensemble des G& et donc à l’intérieur de D’. Ou bien cette suite 
contient une suite partielle qui converge uniformément vers Pinfini 
à l’intérieur de C, avec au plus un point exceptionnel ; cette suite partielle 
contient une nouvelle suite partielle convergeant uniformément vers 
l'infini à l’intérieur de G, avec au plus un point exceptionnel et ainsi de 
suite ; finalement la suite proposée converge uniformément vers l'infini 
à l’intérieur de l’ensemble des Ci, donc à l’intérieur de D’, avec au plus. 
k points exceptionnels. 

Ainsi, une suite quelconque de fonctions de E renferme une suite 
partielle qui converge uniformément à l’intérieur de D’ avec au plus 
k points exceptionnels ; et D est une famille quasi-normale dans D’ d’ordre 
au plus égal à k. C. Q. F. D. 


14. Les analogies remarquées entre certains résultats obtenus dans le 
cas de l’univalence locale de module p et certains résultats obtenus dans 
le cas de l’univalence locale de rayon p, ont leur origine dans le fait que 
dans ces questions on considère, au fond, des fonctions holomorphes et 
univalentes dans les domaines d’un ensemble de domaines, ensemble qui, 
dans les deux cas, satisfaisait aux mêmes hypothèses. Dans le premier cas, 
cet ensemble se trouvait être l’ensemble des cercles de rayon non supérieur 
RCA Site Rel db Wms Du on Le 


(©) P. MonTEL, Leçons sur les familles normales de fonctions analytiques et leurs 
applications. Paris, Gauthier-Villars, 1927, p. 34. 


(*) P. MonTEL, Leçons sur les fonctions univalentes..., p. 33. 
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à p et intérieur à un domaine fini D; dans le second cas, cet ensemble 
_ était l’ensemble des cercles de rayon p intérieurs à un domaine fini D. 

Les hypothéses communes peuvent s'exprimer comme suit : ee 
_ Considérons un ensemble & de domaines finis ; soit E l’ensemble des 
ee -points intérieurs à un au moins des domaines de 6. Désignons par 6, un 
_ sous-ensemble quelconque de & tel que l’ensemble de points E, corres- 
pondant soit complètement intérieur à E. On suppose alors que 6 soit tel 
que tout ensemble limite fermée d’une suite de domaines d’un même 6, | 
_ appartient à un même domaine fermé de 6. 


- Une fonction, holomorphe dans chacun des domaines de 6, sera dite 
, univalente sur & si elle est univalente dans chacun des domaines de & 
_ Vaunivalence stricte sur & se définira d’une manière semblable. On peut 
alors démontrer des théorèmes analogues, mutatis mutandis, aux 
théorèmes indiqués à propos de l’univalence locale de module p et de 
l’univalence locale de rayon p. 


CHAPITRE II 


LES FAMILLES DE FONCTIONS ÉGALEMENT LOCALEMENT UNIVALENTES 
DANS LE CERCLE-UNITE (!). 


oe 


4. Considérons l’ensemble 6 p des fonctions f (2) holomorphes et locale- 
ment univalentes de même module p, (0<p < 1), dans le cercle-unité. 
Désignons par Ep la sous-famille des fonctions de £, satisfaisant aux deux 


conditions 
f(0)=0, -f(0)=1 6). 
M. Montel (*) a montré que E, est une famille normale et bornée à 
l'intérieur du cercle-unité (*). E, est de plus une famille fermée : Toute . 


(2) Une partie des résultats de ce chapitre a été indiquée dans ma note : Sur les fonc- 
tions localement univalentes dans le cercle-unité, C. R. de l'Académie des Sciences de 


Paris, t. 206, 1938, pp. 413-415. 
(2) E, est tel que toute fonction æ(z) de Ep peut se mettre sous la forme 


p.(z) = af(z) + b 


où f (2) appartient iE» et où a, (#0), et b ne dépendent pas de z. 
6) P. MonrTez, loc. cit., p. 60, cf. spécialement pp. 44, 45 et 48. 
(4) Cela résulte aussi des deux faits suivants ; 1°) Ep est une famille quasi-normale à 
l'intérieur du cercle-unité (cf. chapitre I, paragraphe 13) ;2°) Ep est une famille normale 
et bornée à l’intérieur du cercle | z| < p (cf. P. MontEL, Leçons sur les fonctions univa- 


lentes..., p. 44). 
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fonction f (2), limite unique- -dans le cercle-unité d’une suite de fonctions 
de E,, est encore une fonction de E,. En effet, f (2) est alors limite d’une 


suite “uniformément mesa iin du cercle-unité de tangitons 


de E, ; : on a donc Re : p nis > dang 
“£(0) —0, , O1, tee 


LEEI 1e 


etf(e) n’est: pas sntetes alors, d’après le théorème IV du tren L 
f (2) est aussi localement univalente de module p dans le cercle-unité et 


f @) appartient donc à Ep. 
Quel que soit n, la famille Et (') des dérivées Et n des fonctions 


de Ey est aussi normale et ornée à l’intérieur du cercle-unité. Les mo- 


dules des valeurs prises par les fonctions de ES. sur la circonférence 
|2 j=r, OSr< 1), ont donc une borne supérieure finie ; Bai re > -la 


par Ma (r, p). 


~ Pour chaque valeur de l’indice n, M, (7, p) est une fonction de r et de p 


définie} pour tout couple de valeurs de r et de p satisfaisant aux inégalités: 
SrA, I< SO 


Les fonctions M, (r, p) jouissent de propriétés communes. Nous en 
indiquerons quelques-unes dans les paragraphes suivants (°). 


2. THÉORÈME 1. — Pour chaque valeur de p et chaque valeur de 7, il existe 
dans E, une fonction f (2) satisfaisant à 
max. | f @1= Mn (7, p) 
Z3|=T 
Soient en effet r et p fixes. M, (r, p) est aussi la borne supérieure des 
quantités 


nie) mart CA 


où f (2) désigne une fonction quelconque de E,. Alors, M, (r, p) est ou 
n'est pas la plus grande limite des quantités (r), (*): 


à Ha) ere 4 { 5 4 
(!) Par extension, Es désignera ia famille Kp, de telle sorte que l'indice n pourra 


prendre toute valeur entière, positive ou nulle. 
2 
(*) Dans la suite, nous supposerons toujours, sauf au paragraphe 5, quer et p satisfont 
à ces deux conditions. 
3 
(°) Les démonstrations de plusieurs des théorèmes qui suivent ont déjà été publiées ; 


nous ne les redonnons pas ici, à moins qu’elles ne nous soient utiles pour d’autres déve-, 


loppements. (Cf. R. BALLIEU, Sur les familles de fonctions localement univalentes dans 
ei -unité, Annales de la Société scientifique de Br uvelles, tome 58, série I, PP. KA 
) 
{9 C'est-à dire qu’il existe toujours ou non, quelque petit que soit e, un nombre infini 
de quantités @ (7) différentes et supérieures à M, (r, p) — €. 


me The on 
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~ cas n’a pas lieu; à ces deux exceptions près, il existe toujours dans E 


ss GR sak 


; Dans le second cas, Mn (r, p) est certainement égal à une’ de ces ‘quan- 
tités. Dans le premier cas, il existe une suite de fonctions de E, : LE" 
fa @), ---, f, @, «+, telle que l'on ait © a 


Mn (r,p) =. lim + max | f{() |. 
be re er 
Nous pouvons supposer que la suite de ces fonctions converge unifor- 
mément à l’intérieur du cercle-unité ; la fonction limite f (2) appartient à 
E,etlona — yu pacs 


(2) aay ae, (n) a 


Le lemme est donc vrai dans les deux cas. Fi y à 
On peut d’ailleurs montrer que, sauf pour M, (0, p) et M, (0,p), le second 


pr; 


sary 


pour chaque r et pour chaque n; une suite de fonctions f, (2), f, (2), 
fi (2), … telles que l’on ait effectivement 


Cay a EAM GS AO) 


UT 
et aussi, 


fin [max | f? (2) im Mn (r,p) . 


Poo | || rt 


En effet, soit f (2) une fonction de E, satisfaisant à la condition 


max | f (2) |= Mn (r, p) 


ZI=Tr 


et soit k,, k,, …, ki, ..., une suite croissante de nombres positifs tendant, 
vers 1. Posons 


| die 
fi (2) = Ff (K,2) - 
On vérifie aisément que f:(z) appartient encore à E, et converge uni- 
formément vers f (2) à l’intérieur.du cercle-unité. On a donc déjà 
lim max | f((e) |;= max Le) = Ms (r, 6) - 
io | izl=r Je |zl=r 
De plus, la condition (4) est aussi remplie par les fonctions fi (2). On a. 
en effet 
4° Sir=0etn>9, 
LÉO) = Hy 17 0) ET £0) 1. 
LIX, I 6 


‘ an ” ag mariah, QE 


pete 20 Re À Hp eat thd Pt 
ae ee se max. 1K I= Fe oats At 
erie) ’ + VHC tit L. bs 
Mais f(e) est ne ha lel=r et inte upérieure men 
module dans ce cercle par Mo (+, p) ; de plus, f spies. pas id ° 


puisque l’on a 


max eee max eee eur 48 
weeds | izir à 


te 


et que (e+3 +2. 9° #) appartient à E,, A à E.. Alors, comme — est Ba 


ona, en vertu du lemme de Scuwarz, 
OIL, (een, 


et, par conséquent, = "re ) 
| max IFfe@l< Mo &, Mo (r 9) . rk, =k, M, (7, p) - 
Beak, 

Finalement, en vertu de (2), il vient 


aE, LPC Ma, 0): 


3. Lorsque p, est supérieur à p., E,, est contenu dans E,,; par consé- 
quent pour r constant, M, (r, p) est RTE non croissante de p. Il est 
immédiat que pour p constant, M, (r, p) est PORN croissante de r.: De 
plus, l’exemple de la fonction 


LOTS Pe i i a "4 ne 


à 
= 
grt 
4 
r 


di hs: 
RON 
4 
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univalente dans le cercle-unité (*) montre que même M; (0, p), (n> = : 4) 
est toujours positif. Nous avons ensuite 


THéoRÈME Il. — Pour r compris entre zéro et un et pour p constant, 
log M, (r, p) est fonction convexe de log r. 


THEOREME UT. — M, (r, p) est, pour p constant, fonction continue der 
dans l’intervalle (0, 1), fermé en r = 0, ouvert en r = 4. 


Ces théorémes ne font que traduire, pour le cas DA RE UE de la camille 


na des théorémes valables pour une famille quelconque de fonctions. 
Rolomorphes, normale et bornée à l’intérieur du cercle-unité. 

Soit, en effet, 6 une famille, normale et bornée à l’intérieur du ee 
unité, de fouction® p (2), holomorphes dans ce cercle. Les modules des 
valeurs prises par les fonctions de & sur la circonférence |z|=r 
(0 < r 1) ont donc une borne supérieure finie ; désignons-la par p (r). 
I] est immédiat que u (r) est fonction non décroissante de r. Nous avons 
alors 


THÉORÈME II’. — Pour r compris entre zéro et un, log u (r) est fonction 
convexe de log r. 


En effet, u (r) peut aussi être considérée comme étant la borne supé- 
rieure des fonctions 


LG} max LP); 9 Osr<1), 


il 


(2) désignant une fonction quelconque de ë. 

En vertu du théorème des trois cercles de M. Hadamard, log © (r) est 
une fonction convexe de log r dans l'intervalle 0 <1r<1; log u(r), qui 
dans cet intervalle est fini et borne supérieure de l’ensemble des fonctions 
® (r), est donc aussi dans cet intervalle fonction convexe de log r. 


Nous avons ensuite 


THéoRÈME III’. — u (r) est fonction continue de r dans l’intervalle (0,4), 
fermé en r = Ü, ouvert en r= 1. 

Cette propriété, pour l'intervalle O<r < 1, résulte déjà du théorème 
précédent ; car log u(r), étant fonction convexe de log r dans cet inter- 
valle, y est donc fonction continue de log r et donc aussi fonction continue 
de r. Il en est alors de même pour p (r). 


() Cf., par exemple, P. Monrez, Leçons sur les fonetions univalentes..., p. 49. 
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:0n peut, encore établir ce, point. et montrer ave h fr), st connues à 
droite de 7 — 0 de la manière suivante . 4 at we 
4° Soit ro (0 £ To < 1). Montrons que u (r) est ontnhe à | droite de 1». 
Considérons pour cela, une suite. quelconque r,, 72, &., Ti ~eudtxite 4), 

décroissante et tendant vers 1. u (r) est fonction non. décroissante der 


donc lim u(r) existe. Désignons cette limite par À. Nous savons déjà, 
i 3 a 


par ce qui précède, que \ n’est certainement pas: inférieur. à Mr): Mon- 
trons que À est égal-à cette dernière quantité. L PRE 

Pour cela, donnons-nous arbitrairement une suite n,, No, :--, Ni, ---, ae 
quantités positives, décroissantes et tendant vers zéro. Par définition de 
u (r), il existe dans €, pour chaque valeur de deg 1 une fonction Pa s (8) 


ee rm 


satisfaisant à = 
Ah HT Be) MAN LP ME ate gts 


& étant une famille normale, nous pouvons extraire de la suite des fone 
tions p;(2), une suite partielle convergeant uniformément à l’intérieur du 
cercle-unité vers une fonction holomorphe Y(z). Nous continuons à 
désigner les termes de cette suite et ceux de la suite desn ne Se 
par qi(z) et ni. 

Comme nous avons par hypothèse 


ae 1e,@)| Sur), t1=1,2,..., 
z|—7, 


nous avons de méme 
ria \¥@) |< u(r) | 


| 
Le To 
Par conséquent, € désignant un nombre positif arbitraire, nous avons, 
si o positif est suffisamment petit, - 
(2) max JFG) LS) TEE, Cpls ae ag OY : 
Pr <r, + ci 
Dans le cercle |2| £r, + d, nous avons aussi à partir d’une cer laine 
valeur 2, de 1, 


| Pi(z) — ¥(z) | 
d’où il résulte en vertu de (2), 


(3) pen E KG) Ce ante dela 


Prenons alors 7, plus grand que 1, et tel que pour tout 2 supérieur à À 4 à | 
nous ayons 
Mr ù, nee 


yee 
“En ‘tenant! compte de ces conditions et ‘des inégalités 4 et 6) I 
obtenons: ee 260.14 Pwr 
a Meta i ue) < ur Le Se Ce i ae ee 


age nant nous pouvons écrire mer ae 
u(r.) < À = u(r stl Se ; 


€ étant arbitraire, À est bien égal à u(r). Par conséquent, fo) est conti- 
nue,a droite par rapport à r pour 0 £< r<<1, 
2 Soit r,(0<r,< 1) ; u(r) est continue à gauche de r,. En effet, bit E un 


Hols 


ey 


nombre positif arbitraire. I] existe dans & une fonction p(z) satisfaisant à 
(4) u(r.) —e< ae Rhee <ul aye 
| 3 
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“Or, ; Max | oe) | est fonction continue der; Pau part, nous pouvons 


écrire 


6) on LORLOIETOEZTE 


lzl=r<r 
Faisons tendre e en croissant 7 vers 7, ; : u(r) tend vers une limite Net il 
vient, a cause de (4) et de (2) 
ur) Oe Ves uns} 
e étant arbitraire, il en résulte que \' = u(r,). Par conséquent, u(r) est 


continue à gauche par rapport à r pour O0 <r<1. Le théorème est ainsj 


complètement démontré. 
Les théorèmes Il et III’ entraînent we théorèmes Il et Ill comme 


corollaires. 


4. On peut également montrer que, pour 7 constant, M,(r,p) est 
fonction continue de p dans l'intervalle (0, 1) ouvert en r = 0, fermé en 
r= 1. La démonstration de ce fait utilise le lemme suivant : 

Lemme IV. — La fonction M,(r, p) satisfait à l’inégalité 
(4). 2 hat ” PT M, (rp,, Pi) s pp M,(rp., Ps) 
dès que l’on a | 

Pi S Pe. 

REMARQUE. — Faisons r=.0 dans (1) ;.il vient 

(CA 3] , 4 pr M nO, P1) pia M nO, Pr): (sf (0; SS Pi): ft HART & 


cé'qüi-nous donne une inégalité entre la borne | supérieure des modules" 
des coefficients de 2” dans les développements en: puissance de z'd’une 


— Pop - 


fonction quelconque de E,, et d’une fonction quelconque de Ep, I résulte 
de (4’) que l’ordre d’infinitude de M,(0, p), pour p tendant vers zéro, 
est au plus égal à (n — 1). Il faut remarquer qu’en fait, M, (0, p), (n>1) 
augmente indéfiniment quand p tend vers zéro. En effet, considérons la 
fonction | 


(e+3)” —3" | 


tule) ina ere _m 


None avons f,,(0) = 0, f,,(0) = 1. De plus, nous avons dans le cercle- 
unité fermé |z| <1 | | : : 


Fale) 


Il en résulte que f,,(2) est localement univalente de module fini dans 
121<<1. Or + 


Tai 


z +3 
3 


LA at ar drones ich aa 
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Gardons n, (n > 1), fixe et faisons croître m indéfiniment à partir den; 
le coefficient de 2” dans f,, (2) tend vers l'infini avec m. Nous en concluons 
que le module maximum d’univalence locale de f(z) dans le cercle-unité 
tend vers zéro avec (1 : m) et que M,(0, p), (x > 1), augmente indétini- 
ment avec (1 : p). 


- Si dans légalité (1), nous remplaçons p, par r ou rp, par 7, nous 
obtenons deux nouvelles inégalités qui, jointes à la propriété de M,(r, p) 
d’étre non décroissante en p, conduisent au théoréme : 


THÉORÈME V. — M,(r, p) est, pour r constant, fonction continue de p 
dans l’intervalle (0,1), ouvert en p= 0, fermé en p = 1. 


Grâce à un résultat di à M. Kritikos, les théorèmes II et V permettent 
de conclure que 


THÉORÈME VI. — My(r, p) est continue sur l’ensemble du plan des (r, p) 
défini par les inégalités 


O<r<i, O<p<i. 


5. Soit, plus généralement, 69 une famille, normale et bornée à l’inté- 


rieur du cercle-unité, de fonctions holomorphes dans ce cercle ; oP est de 


plus supposée dépendre d’un paramètre réel variable, par exemple, dans 
l'intervalle ouvert (0, 4). 


Bf 


~ Définissons à partir de 6, les fonctions “tb, (r, p), comme les fonctions 

MA(r, p) étaient à partir de Ep, et supposons que les familles 6 satisfont 

à la condition : x see Sup is | Hi 

_ Quel que soit p, inférieur à p,, Eo, contient 6», et si la fonction f(z) 
appartient a pe la fonction 22. ae 2) appartient a E p>. Les familles 


E, satisfont a cette condition un 

Alors, les fonctions bar, p), qui sont définies pour les valeurs de r et 
de p satisfaisant à 
(4) £3) “NOS Ox p< ds 
jouissent, pour ces valeurs, des propriétés indiquées aux paragraphes 3 
- et 4 pour les fonctions Ma(r, p), exception faite de la propriété pour 


M,(0, p) d’être positif. 
Il est déjà clair que les propriétés du paragraphe 3 s’étendent aux 


fonctions JVba(r, p). Quant à celles du paragraphe 4, elles découlent de 
celles du paragraphe 3 et du lemme IV. Il nous suffit donc de démontrer 


le lemme IV pour Ab(r, p). Donnons-nous r, p,, p., (p, <p»), fixes mais 
quelconques et satisfaisant à (1). Prenons ensuite un € positif arbitraire ; 


il existe dans Gp, une fonction f(z) telle que nous ayons 


@) max |f(@)|= Astro, ) — € 


[zl=Tp 


ro Beefs): 


F(z) appartient à Gp, ; nous avons donc 


_ Posons 


(3) max | F(z) | < Malrp., 9.) , 
| Z|=T Pe 
et, par un calcul facile (*) 
n—1 
(4 max | P(e) | = (Pe max | f(z) |; 
Se zl mt py ® (ae) [z[=rp, 


de (4), nous tirons en tenant compte de (2) et de (3), 

LAC, p,) — el < oF 7 Men(re., p.) 5 
€ étant ee ce dernier résultat montre que le lemme IV vaut pour 
les fonctions Âb;.(r, p). 


(*). Cf. R. BALLIEU, loc. cit., p. 79. 


sr. 


gi Revenons aux, anes E,.. ASH avons démontré ome l’article, ia 


cité que “4 vs. * . : MS NT ti M 


si “ke AE 
Maté Vil. — eel que sis n supérieur ou égal à re toute nets 
fe) de E, satisfait à l'inégalité a LE ai cael 


Big va. |) [EA OCR 


pour on get tout R satisfaisant À > TRE 
. 4 SRA 5 * £ : ” 
jure oh sioster deb LR Pb, tex p<7<i—tlz} ET 


Ce théorème s’étend à toute fonction f(z) holomorphe et localement 
univalente de module p dans le cercle-unité, car une telle fonction peut 
puncte: se mettre sous la forme | obi 


f(z) =ap(z) +6, 
où p(z)-appartient à E, et où a.et b ne dépendent pas de 2, a étant de 


plus non nul ; il est jmmédiat alors que "inégalité (4), aa pour (2), 
Pest aussi Pour f (2). on 
-Cononarne. — Pour tout: r et tout k ser Eu à nf 


k 
on a, quel que soit n supérieur ou égal à 1, l’inégalité 


M, (r, p) < Poa M,.(0, kp) M,(r, p) : 


En effet, la borne supérieure, pour l’ensemble des fonctions de E,, Su 
premier membre de (1) sur la circonférence |2|= r < 1 — p est carta 
nement non supérieure à la borne supérieure, dans les n mémes conditions, 
du second membre de (1). 


a EE a Re oy eer 


Le théorème VII montre en particulier, en y faisant k= 1 : p etn =2, 
que pour toute fonction f(z) de E,, on a 


(2) rolsS re,  (e1<1—0), 


car il résulte d’un théorème de M. Bieberbach (') que M,(0, 1) = 
En vertu du théorème | du chapitre I, f'(z) ne s’annule pas te, le 


cercle-unité. La fonction re est donc holomorphe dans ce cercle et 
vérifie l’inégalité 


(8) du ce Face tete amelie 


p, 74. 


() L. BrEBERBACH, Lehrbuch der Funktionentheorie, t. iL, Berlin, Téubner, 4931, 


a4 


RO je 


af) Lorsque: ‘9 est, égal.a uns l'égalité peut avoir lieu dans, (3);:()srtandis 


que, comme nous allons le voir, si p est inférieur à un, elle ne peut avoir 
lieu en aucun point z de module (1.5 — — P) et pour aucune fonction 
de Ey (°). 

En effet, soit f(z) une tonte de. Ep (O0 <P<1), pour. laquelle 
Pégalité aurait lieu dans (3) en un oie 2, A module mst —p). ll en 
résulte (°) que f(z) est de la forme 


EEO RN iv eae à 
dre) Aa: 


Y étant une certaine constante réelle. Nous en déduisons l'expression 


de 1@ 


f(z) = (2) ph FE 


ÉD pag Pot OE Dolor Mth arret 

f'(2) p ‘d (z,) € 4 re FT 

… Le point (1 — 2p) oni es est donc un zéro de f’(z); il est intérieur au cercle- 

unité puisque. p est compris entre zéro et un; or, comme nous Vavons 

rappelé il y aun instant, f(z) appartenant à Ey, sa dérivée f’(z) ne peut 

s’annuler dans le cercle-unité. Nous aboutissons donc à une contradiction. 
Par conséquent, à chaque fonction f(z) de E,, (p <1), correspond 

un nombre positif à tel que l’on ait 


1 
EE 8 Gest 9, 
iy égalité ayant lieu en un point de’ modulé (1 —p). 

“La borne inférieure A(p) de l’ ensemble des à correspondant aux fonc: 
tions de E, est positive, car si A(p) était nul, zéro serait la plus petite 
limite des $ et il existerait une suite f, (2), fo (2, .. Lier ue fonctions 
de E, telle que le 0; correspondant à f,(z) aurait pour Hole ZETOS a 

Naas pouvons supposer, sans introduire par là de restrictions puisque 
la famille E, est normale et fermée, que la suite des f;(z) converge: uni- 
formément à l’intérieur du cercle-unité vers une fonction f(z) de Ey. 
Comme les dérivées f;(z) et f(z) ne s’annulent pas dans le cercle-unité, 
l’ensemble des dérivées f;(2) est, dans tout domaine complètement intérieur 
au cercle-unité, borné infériehrement en module par un nombre positif, 
Alors, la fonction 

f;(2) 


qu ae HSE te f(A) 1 


() Voir note de la page précédente. 
(7) Done, à fortiori, en aucun point z de module inférieur a i —p). 
- 43)'Cf. Re BALLIEU,;loc. cit., p. 79. ot 


=> 90 — 


holomorphe dans le cercle-unité, converge cheri: à l’intérieur de 
ce cercle vers la fonction fi | up 


p(2) = Oo . 


dr it existe un nombre positif d tel que 
| o@|<5—9, (z1<£1—p<1) . 


Donc, pour 7 assez grand, nous aurons aussi . 


19 @< à —3 (l21<1—p). 


Nous avons donc, pour 7 assez grand, ne p) et 0 ne peut tendre vers 
zéro. Nous pouvons alors énoncer le théorème. 

TaéorèME VIII. — Il existe un nombre A(p), positif pour p plus petit 
que 1, nul pour p égal à 1, tel que toute fonction f(z) de E,, (0 <p <1) 
satisfassé à l’inégalité. 


(4) = Ate) 


lorsque z est de module non supérieur à (1 — p). 


As (@) | < 


REMARQUES. — I. Le théorème VIII vaut pour toute fonction holomorphe 
et localement univalente de module p, (0 < p 1), dans le cercle-unité 
(cf. la remarque analogue pour le théorème VII). 

Il. Il existe au moins une fonction de E, pour laquelle l'égalité ait lieu 
dans (4) en un point de module (1— p) ; cela résulte à nouveau du fait 
que E, est une famille normale et fermée. 


HT. Posons 
4 
P(b) =; —A() 


‘(p), définie pour les valeurs de p satisfaisant à 


HR, ch LS 
est fonction non croissante de p. En effet, pour p, supérieur à p,, Moe est 
contenu dans E,, ; nous avons donc, pour toute fonction f (2) de Ep, 
f" (2) 
7 < Pip 
Fry (Ped 


lorsque z est de module non supérieur à (4 — p,) et done, à fortiori, lors- 


— 


que zest de module non supérieur à (4 — p,). Mais alons; ie tefnaqué II, 
"par exemple, nous permet de conclure que 


ap 

2 p(p,) < p(p;) : 

- Gomme nous le savons, @(1) égale 4 ; nous avons donc 
ne: 


4 p(P)Z4, Alp) <4 =e 

IV. Soit f(z) une fonction holomorphe et localement univalente de 
module p, (0 <p <1), dans le cercle-unité. Si 8 est un nombre réel com- 
- pris entre p et 1 (limites atteintes), la fonction 

FA f, (2) = f (82) 

+ 
est holomorphe et localement univalente de module (p : 6) dans le cercle” 
unité. Nous avons donc (Remarque 1) 


IEEE en 


En revenant à la fonction f(z), nous en déduisons l'inégalité 
LÉ "(2) 4 1 ( p 
| < A , 
if (i> p 8 8 ) 
* valable pour 8 compris entre p et un et pour z de module non supérieur 
a (8 — p). 


CHAPITRE Ill 
LES DOMAINES d(r), D(r), A(r). 


1. Nous avons reconnu aux paragraphes 41 et 13 du chapitre I l'intérêt 
que présentent, au point de vue de l’univalence locale, 1°) les domaines 
dont tout point à distance finie est intérieur à un cercle de rayon fixe inté- 
rieur au domaine, 2°) les domaines tels qu’un cercle quelconque intérieur 
est, soit de rayon supérieur à un nombre fixe, soit intérieur à un cercle 
intérieur au domaine et de rayon égal à ce nombre fixe. Dans le présent 
chapitre, nous étudierons quelques propriétés des domaines de cés deux 
catégories ; nous considérerons aussi les domaines dont tout point frontière 
à distance finie est aussi point frontière d’un cerele de rayon fixe intérieur 
au domaine. 


2. Nous désignerons donc, » étant un nombre positif quelconque, 
4° par d(r), un domaine tel que par chacun de ses points frontières à 


21e — 


distance finie passe une: circonférenee de rayon: L di mitant an: cerelenimté- 
rieur au domaine ; Rail Ig SON SIGINRAS: TRS 
2 par D(r), un domaine dont tout point.à distance finie est intérieur à 
un cercle de rayon r intérieur lui-même au domaine (°) ; . 
3° par A(r), un domaine tel que tout ceréle intérieur au domaine et de 
rayon inférieur à 7 soit éntérieur à un cercle de. rayon, r intérieur lui-même 
au domaine. | 


==> 


| 
Bours un méme ombre positif ie les ewe Catégories ‘de domaines 4 air al 
définies ne sont jamais identiques. En effet, considérons le domaine obtenu | 
par la réunion de deux cercles de rayon *, distincts mais empiétants. Ce. 
domaine est un D(r) mais n’est pas un Ar). Si l’on enlève au plan tout 
entier deux segments constituant deux côtés parallèles: d’un carré a côté 1, 


on obtient un d(r) qui n’est pas un D(r). >) Birt) | 


Par contre, tout D(r) est un d(r) pour la méme Neue de r;ettout 
ie est un D(r), donc un d(r), pour la même valeur de r: 

En effet soit un D(r) et soit M un point frontière de D(r), à distance 
finie ; M est limite d’une suite de points P,, P,, ..-, Ph, …, de D(r) ; chaque 
P, est intérieur à un cercle Cn de rayon r FAR à Dr). Si la suite des 
Cn ne renferme qu’un nombre fini de cercles'différents, M est point fron- 
tière de l’un d’eux, car PA tend vers M: Si la suite de C renferme une 
infinité de cercles différents, nous pouvons en. extraire une suite partielle 
admettant un cercle limite ouvert C, nécessairement de rayon 7,et inté= 
rieur à D(r) ; comme P, tend vers M, M appartient encore a la circonfé- 
rence de C. Donc D(r) est bien un d(r). 

Il est immédiat que tout A(r) est.un D(r), car tout point de A(r), à 
distance finie, est centre d’un cercle intérieur à a0 et de rayon plus petit 
que r. 

Ainsi, pour une méme valeur te ria Nese des A(t) est une sous-classe 
i. da la classe des Die), elle-méme sous- ~ehasse pr nar de la classe des 

F)., Qn 

“Remarquons, aussi que tout d(r), D(r), ney nee un kr » TR Aw) 
ne tout posts non supérieur ar. | | : HET 
Fee 3; É tant. donnés 4° un domaine atone, D, 2°un ‘point nomad M 
de D: a fisrance finie, 9° un nombre positif p, nous.  désignerons : sa) pan 

€ ) Sur ‘des heen analogues dans l’espace a trois dimensions, cfr. : BouLIGAN D: 
Georges, Introduction à la géométrie infinitésimale directe. Vuibert. Paris 1932, p. 91-406 ; 
DURAND Georges, Sur une généralisation des surfaces convexes, Journal des Mathémas 
liques pures et appliquées, 9° s., t. 10, 1931, p. 335-414 ; CHAMARD Lucien, Sur les pro- 


priétés dela distance à un ensemble ponctuel, Hémoër res de la Société Bogut des Sciences 
de Diége,; 3°'s., t. 19, 1933. 


i 


que 


e(M;p)l'ensemble, pouvant être vide, des circonférencés de. rayon pypas- 
sant par M et limitant un cercle intérieur à D ; b; par E(M, p), Pe nsemble: 
ln cercles dont la circonférence appartient à e(M, p)';¢)-par &(M, 'p)i 

YenSemble des demi-droites: issues de M et. joignant } M aux centresides’ 
4 - circonférences de: e(M, ‘p) Si Dest un d(r) et sip est plus petit ow Je ary 


a “les ensembles ainsi définisisont certainement non: vides. singe À iso 
d “tabs = ni #3 LA 


PTE 
LEE l. — Soit un Toman d(r) et sit M un point fvontidre de d(*), 

à distance finie. ‘A tout nombre \positif € correspond un. nombre positifin’ 

_ tel 'que tout cercle de rayon r intérieur à d(r) ‘et renfermant: un point dis-' 

- tant de M de moins que n, a son centre à distance plus crus es e dé 
J l’ensemble des centres des circonférences de e(M,r): fat wor. 


+ Danis le cas contraire, en effet, il existerait, pour au moins un nombre 
= positif €, une suite de cercles Ga, de rayon r et intérieurs à d(r), telle que 
“Gi, Letferme un point Px distant de M de moins de (1 : x) et que le centre, 
» de C, soit distant d’au moins € de l’ensemble des centres des circonférences | 
de e(M, r). Nous pouvons supposer que la suite des C, admet un seul 

cercle limite ouvert G, nécessairement de rayon r et intérieur à d(r). 
. Comme M est non intérieur à Cp et que P, tend vers:M, M appartient à la: 
circonférence c de G, dé sorte que c fait partie de e(M, r), ce qui estimpos- 
> sible, puisque le centre. de c est, comme les centres des C», distant d’au : 
* moins € de l’ensemble des centres des circonférences dé a ny 4 # 


_ LEMME IE: -- sil existe un angle @ de sommet M auquel us les ps 
de.E (M, 1) soient extérieurs, à tout angle ¥ de sommet M, intérieur — 
côtés compris — à y; correspond un nombre positif n tel que tout cerclé 

- de-rayon r intérieur à d(r) et'renfermant un point distant de M de moins 
de n, soit extérieur à l’angle Ÿ. | 


En effet, en tenant compte que M n’est intérieur à aucun cercle intérieur 
4-d(r), on voit qu'il existe un nombre €, tel que tout cercle de rayon r 
intérieur à d(r) et ayant un point dans Ÿ a son centre à distance plus 
grande que € de l’ensemble des centres des circonférences de e(M; r): Le’ 
pre J entraine alors le lemme IJ comme corollaire. 


“4. Considérons maintenant un domaine d (r) et soit M un point frontière 
de d(r), non isolé et à distance finie. La frontière F de d(r) admet en M. 
au moins une demi-tangente (’). MT est langente en M aa une cur eat rence 


de e(M, r): 


(:) Étant donné un point M à distance finie et un ensemble E admettant M comme point 
limite, nous dirons, avéc M. Bouligand, que toute position limite d’une demi-droite issue 


7 
94 


- Supposons en effet que MT ne soit tangente à aucune circonférence de 
e(M, r). MT ne pénètre dans aucun cercle de E(M, r), sinon elle ne pour- 
rait être tangente en M à F. Comme de plus, E(M, r) est un ensemble. 
fermé (!), il résulte de là qu’il existe un angle w, 4° de sommet M, 2° de — 
bissectrice intérieure MT, 3° intérieur, côtés compris, à un angle w’ de 
sommet M auquel tous les cercles de E (M, r) sont intérieurs. Alors, si le 
nombre positif n correspond à w conformément au lemme II, le secteur 
circulaire de centre M et de rayon n compris dans l’angle w ne renferme, 
à part le point M, aucun point frontière de d(r), car par chaque point 
frontière de d() passe une circonférence limitant un cercle de rayon r 
intérieur à d (r). Mais alors, MT ne peut être une demi-tangente à F en M. 

Nous pouvons déduire de ce résultat le théorème. 


ene Oe Apne area 


TutortéMe Ill. — La frontière F d’un domaine d (r) a, en chacun de ses _ 
points M, non isolé et à distance finie, au plus deux demi-tangentes, 
chacune d’elles étant tangente en M à la circonférence d’un cercle de 
rayon 7 intérieur à d (r). | 


Nous avons déjà établi que toute demi-tangente à F en M est tangente 
à une circonférence de e(M, r). , | 

Considérons maintenant trois demi-droites quelconques MA, MB, MC, 
issues de M ; montrons qu’elles ne sont jamais toutes trois demi-tangentes 
à F en M. Le théorème sera alors établi. Deux au moins des trois angles 
AMB, BMG, CMA (*) sont d'ouverture moindre que deux droits ; supposons 
qu’il en soit ainsi pour les angles AMB et BMC. Alors MA et MG sont de 
part et d’autre de la droite qui porte MB. Or si MB est demi-tangente à 
F en M, il existe un cercle de E(M, r) dont la circonférence est tangente 
en M à MB; une des demi-droites MA et MC pénètre dans ce cercle et ne 
peut donc être une demi-tangente. Par conséquent, ou bien MB n’est pas 
ane demi-tangente à F en M ou bien MA et MC ne sont pas toutes deux 
demi-tangentes à F en M (°). c. Q. F. D. 
On aurait aussi pu raisonner comme suit. Il existe en M, supposé satis- 
faire aux conditions de l’énoncé, au moins une demi-tangente MT à F. Cette. 


de M et joignant M à un point M' de E tendant vers M, est une demi-tangente à E en M. 
Une condition nécessaire et suflisante pour que la demi-droite MT soit une demi-tangente 
en M a E est que tout angle de sommet M et contenant MT renferme une suite de points 
de E tendant vers M. 

() C'est-à-dire que tout cercle limite ouvert d’une suite de cercles de E (M, r) appar- 
tient encore à E (M, r). 
(?) Ces angles sont pris de façon que chacun d’eux ne renferme pas la troisiéme demi- 
droite. 


(*) La marche de cette démonstration m'a été indiquée par M. de la Vallée Poussin. 
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demi-tangente ne pouvant pénétrer dans aucun cercle de E (M, r), Pen-. 
semble &(M,r) est tout entier situé dans celui des deux demi-plans 
fermés, limités par la perpendiculaire en M à MT, qui ne renferme pas MT. 
L’ensemble G(M,r) peut donc être enfermé dans un plus petit angle @ 


… de sommet M; l'ouverture a de @ n’est pas supérieure à deux droits. 


Comme cas extrême (a= 0), @ peut se réduire, en même temps que 
SM, r), à une demi-droite. L’ouverture a de @ est égale a deux droits si 


et seulement si E(M,r) contient deux cercles de centres opposés par 


rapport à M. 

Considérons les angles formés par les demi-perpendiculaires en M aux 
côtés de p ; désignons par Ÿ celui de ces angles ne renfermant pas @ et 
d'ouverture B égale au supplément de a(8 est nul, et Ÿ se réduit à une 
demi-droite, lorsque a est égal 4 deux droits). On voit que ¥ est le plus 
grand angle de sommet M auquel tous les cercles de E(M, r) soient 
extérieurs et que chacun des côtés de Ÿ est tangent en M à une circonfé- 
rence de e(Mr,). \ | 

Si 8 est nul, E(M, r) renferme deux cercles dont les circonférences sont: 
tangentes en M ; les demi-tangentes communes à ces deux circonférences : 
sont évidemment les seules demi-tangentes possibles à F en M. 

Si B n’est pas nul, une demi-droite quelconque issue de M et non com- 
prise dans Ÿ pénètre dans un cercle de E(M, r), en particulier dans un 
cercle dont la circonférence est tangente en M à un des côtés de Ÿ, cette 
demi-droite ne peut donc être une demi-tangente à F en M. Le lemme II 
montre qu’une demi-droite issue de M et intérieure à V ne peut-être demi- 
tangente à F en M. Donc, les côtés de Ÿ — dont chacun est, comme nous 
l’avons vu, tangent en M à une circonférence de e(M, r) — constituent les 
seules demi-tangentes possibles à F en M (’). 


REMARQUES. — I. Si F a en M deux demi-tangentes, il résulte des consi- 


dérations antérieures que tout rayon de &(M, r) fait avec chacune de ces 
deux demi-tangentes un angle non inférieur à un droit. 


IT. Lorsque l’angle Ÿ n’est pas nul, les deux côtés de cet angle ne sont 
pas nécessairement tous deux des demi-tangentes à F en M. (Un au moins 
Pest puisque F a certainement une demi-tangente en M, non isolé et 
à distance finie). Ainsi, pour le d(r) donné en exemple au § 2, en une 


(2) Le fait que d(r) soit connexe ne joue aucun rôle dans la démonstration et le résultat 
est valable pour un ensemble ouvert E tel que chaque point frontiére de E, a distance 
finie, soit aussi point frontiére d’un cercle de rayon fixe intérieur à E. Par conséquent, 
un-ensemble fini F quelconque, par chaque point duquel on peut tracer une circonférence 
ne renfermant à son intérieur aucun point de F, a en chacun de ses points au plus deux 


demi-tangentes. 


extrémité d’un des segments constituant la frontière F de d(r), F a une: 
seulé pewrianyene alors: qu’ en ce + sn l'angle Ww n’est pas nul. sine 
UL ‘Si F a en M une’ seule demi tangente 4 aa th Fi (a), see de. 
sommet M, d'ouverture ¢ a et de’ bissectrice MT, ; ; si Fa en M deux dems 
tangéntes’ MT,’ ‘et MT, soient: d (a) et b,(o) les angles semblablement | 
définis et de issectrices intérieures respectives MT, et MT,. A chaque a 
positif correspond un n positif. tel que tout point frontière de d(r)- dont la 
distance à M est inférieure 4 n Se trouve dans le ou dans les angles a ainsi | 
deft nis. 13 


i 5. Cdhdiésbes atainieealge un ES DO) queleonqué. Les: résultats | 
précédents s’appliquent à D(r) en vertu du paragraphe > NIV] 

- Cette: fois, les deux côtés de angle W, — supposé non # —, corres- 
pondant à un point frontière M, non isolé et à distance finie, sont néces- 
sairement tous deux des demi-tangentes en M à la frontière F de D(r). En 
effet, soit ¥’ un angle de sommet M et intérieur, côtés compris, à VY. En 
vertu du lemme II, aucun cercle de rayon r intérieur à D(r)ne pénètre 
dans un certain secteur circulaire de sommet M, d’angle et de rayon n,. 
Les points intérieurs de ce secteur sont donc tous extérieurs à D(»). 
D'autre part, un secteur circulaire d’angle opposé à W':et de rayon n, 
suffisamment petit ne renferme que des points intérieurs à D(r). Sur 
toute circonférence de centre M et de rayon n inférieur à n, et à n,, il 
existe donc deux points frontières de D(r) dont le plus petit écart angulaire 
par rapport à M ne tend pas vers zéro avec n. Par conséquent, F a en M 
au moins deux, donc exactement deux, demi-tangentes. _. 

Si M west pas limite de points extérieurs, F a en M une seule demi- . 
tangente ou deux demi-tangenies opposées. Car, on voit par ce qui précède: 
que l’angle Ÿ' ne peut pas exister, c’est-à-dire que l’ouverture B de angle 
West nulle, et nous savons que notre affirmation ‘est vraie dans ce cas. ! 


6. Les théorèmes de ce paragraphe et ee paragraphe suivant vont 
nous fournir, par |’étude de l’intersection de la frontière F d’un domaine 
D(r) avec dès circonférences centrées en un point quelconque de F, des 
indications sur la structure de F au voisinage de chacun de ses points. 
On a ainsi 


THéoRÈME IV. — Considérons un point M, non isolé et à distance finie, 
de la frontière F d’un domaine D(r). A tout angle d de sommet M, 
d'ouverture non supérieure à deux droits et renfermant dans son inté- . 
rieur au moins une demi-tangente à F en M, correspond un nombre positif 
e, tel que, quel que soit.e positif et inférieur à à €, il n'existe plus dans à: 
a? arcs de circonférence ouverts de centre M et de rayon ¢; intérieurs ! 
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_ à D(r) et dont les xtrémités soient toutes deux des points frontières de 
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‘Remarquons d’abord que si Fa en M deux demi-tangentes et que à 
fermé les contienne toutes deux, ces demi-tangentes font entre elles un 


_ angle non nul inférieur à deux droits car l’une d’elles est. par hypothèse 


intérieure à à ; l'angle Ÿ, considéré au § 4, n’est donc pas nul en M ; alors, : 
d’après ce qui a été dit au début du $ 5, une demi-droite quelconque MN, 
menée dans Ÿ, est telle qu’aux environs de M chacun de ses points, 
distinct de M, est extérieur à D(r). Cela permet de se ramener, pour la 
démonstration, au cas où d fermé ne{renferme qu’une demi-tangente à I’ 
en M. La remarque III du-§ 4 permet alors de se ramener au cas où 
chacun des côtés de 6 fait un angle inférieur à un droit avec la demi- 


~ tangente MT, contenue dans d. Supposons qu’il en soit ainsi. 


Si alors le théorème n’est pas vrai, il existe une suite décroissante et. 
tendant vers zéro de nombres positifs €,, €, ..., €, .… tels que à €, 
corresponde un arc circulaire ouvert y, de centre M et de rayon €, inté- 
rieur à 6 et à D(r), les extrémités P, et Py’ de +, étant toutes deux 
des points de F. Prenons à l’intérieur de y, un point P,. Ce point est 
intérieur à D(r) et donc intérieur à un cercle C, de rayon r intérieur lui- 
même à D(r). La circonférence c, du cercle C, coupe F, en deux points. 
Le centre de C, se trouve sur la droite joignant le point M (centre de ,,) 
au point milieu du segment rectiligne joignant les points d’intersection 
dec, et de F, ; ce point milieu est dans à, donc le centre de C,, est dans à 
ou dans l’opposé de à. Mais le centre de C, ne peut être dans l’opposé de 
d car alors M serait intérieur à C,. Donc le centre de C,, est dans à, néces- 
sairement à distance non inférieure à r du point M. 

Tout cercle limite ouvert C, nécessairement de rayon r et intérieur à 
D(r), de la suite des cercles C, appartient à E(M, r), puisque P, tend vers 
M, extérieur à tous les C,,. Mais le centre * de C appartient, comme les 
centres des C,, à à fermé. La demi-droite joignant M à y ferait un angle. 
inférieur à un droit avec MT,, ce qui est impossible puisque MT, péné- 
trerait alors dans G. Nous aboutissons à une contradiction ; le théorème 


est donc démontré. 


L’angle à satisfaisant encore aux conditions du théorème précédent, 
désignons par F, l'arc circulaire ouvert de centre M et de rayon € compris 
dans l'angle d. En dessous d’une certaine valeur posilive €; de €, inter- 
section Fe . D(r) de Fe et de D(r) n’est pas vide ; l’ensemble ouvert Le . D(r) 
est alors une somme d’intervalles circulaires ouverts. Soil €, le nombre 
positif correspondant à d en vertu du théorème IV. Sie est inférieur au 
plus petit, €,, des deux nombres €, et €,, il résulte de ce qui précède et du 


1 
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théorème IV que Fe. D(r) est, soit formé d’un seul intervalle circulaire ; 


aboutissant à au moins un des côtés de à, soit formé de deux intervalles _ 
circulaires aboutissant chacun à un côté de 0. 

Donc pour € positif inférieur à €,, l'intersection l, . [GD(r)] de Fe et du 
complémentaire de D(r) par rapport au plan tout entier est soit vide, 
soit réduite à un point, soit formée d’un seul arc de Fe abentsean au. 


plus à un des côtés de à. On a alors ati She 


TaéorèME V. — Soit M un point, non isolé et à distance finie, de sing 


frontiére F d’un domaine D(r). A tout angle d de sommet M, d'ouverture 
non supérieure à deux droits, renfermant à son intérieur une au moins _ 
des demi-tangentes à F en M correspond un nombre positif €, tel que, pour 
tout € posilif inférieur à Es l’ensemble des points non intérieurs à Dr), 


situés dans d sur l’arc de cti ‘conférence de centre M et de rayon €, constitue, — 


s’il n’est pas vide ou réduit à un point, un arc fermé dont seules les 
extrémilés peuvent être des points frontières de D(r). 


On peut, comme pour le théorème précédent, se limiter, pour la 
démonstration, au cas où à fermé ne renferme qu’une demi-tangente MT, 
à F en M et où chaque côté de à fait un angle inférieur à un droit 
avec MT,. 

Supposons qu'il en soit ainsi et soit €, le nombre positif correspondant 
à d d’après les remarques faites plus haut. Si alors la propriété indiquée 
n’avait pas lieu, il existerait une suite, décroissante et tendant vers zéro, 
de nombres 1,, No, -+-, Ny …, (n, <€,), tels que Fa, . [GD(r)].soit formé 
d’un arc proprement dit renfermant à son intérieur un point frontière P, 
de D(r). Par P; passe une circonférence c; limitant un cercle de rayon r 
intérieur à D(r). Cette circonférence est nécessairement tangente en P; 
à Fr. Le centre de c, se trouve donc sur la droite joignant M (centre de 
F;) à P; et se trouve ainsi nécessairement dans d ou dans son opposé. 
Un raisonnement analogue à celui fait pour le théorème IV montre que 
l’on arrive encore à une contradiction. 


7. Les deux théorèmes précédents permettent d'établir 


Tutorkme VI. — Soit M un point, non isolé et à distance finie, de la 
frontière F d’un domaine D(r). Si M n’est pas limite de points extérieurs 
à D(r) ou si dans l’ensemble des cercles de rayon r intérieurs à D(r) et 
dont la circonférence passe par M, il n’existe aucun couple de cercles de 
centres opposés par rapport à M, à tout angle d de sommet M, ne renfer- 
mant dans son intérieur ou sur sa frontière qu’une seule demi-tangente 
en M à F, correspond un nombre €, tel que pour tout € positif inférieur 
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a €,, il ny a aû plus qu’un point frontière de D(r) sur Parc de circonfé-. 
rence de centre M et de rayon € compris dans à. ad de 
| Soit à un angle répondant aux conditions énoncées. Il suffit de démon- 
3 trer le théorème en supposant que la seule demi-tangente MT, que d fermé 
contient soit intérieure à d. De plus, en vertu de Ja remarque III du § 4,. 
nous pouvons, pour faire la démonstration, supposer  d’ouverture infé- 
_ rieure à deux droits. Supposons ces deux hypothèses réalisées et soit €, le. 
nombre positif correspondant à d en vertu du théorème Y. 
_ 4° Si M n’est pas limite de points extérieurs à D(r), soit ", le rayon d’un 
- cercle de centre M ne renfermant aucun point extérieur à D(r). Sie est 
- inférieur au plus petit, e,, des deux nombres €, et n,, il résulte du 
_ théorème V et du fait quel, . [(C D(r)] ne renferme plus de points exté- 
L rieurs à D(r), que Fe. (UC D(r)] est ou vide ou réduit à un point qui sera 
… nécessairement un point frontière de D(r). 
_ 2° S'il n'existe dans E(M, r) aucun couple de cercles de centres opposés 
_ par rapport à M, l’angle W, correspondant au point M, n’est pas nul. 
» Alors, un des côtés, MN, de d est dans Ÿ ; par conséquent, comme nous 
. Pavons déjà vu, il existe un nombre positif n, tel que tous les points de 
> MN, autres que M, distants de M de moins de n,, sont extérieurs à D(r). 
Soit € positif, inférieur au plus petit, €,, des deux nombres €, et n,- 
_ Fe.[G D(r)}, qui comprend un point extérieur à D(r), à savoir celui où Fe 
+ atteint MN, se réduit à un arc en vertu du théorème V. Une extrémité est 
- extérieure à D(r) ; l’autre extrémité de cet arc est donc le seul point 
frontière de D(r) situé sur F.. L’existence du nombre €, est ainsi établie 
dans les deux cas. 


REMARQUE. — Si M étant limite de points extérieurs à D(x), la seconde 
condition de l’énoncé n’est pas vérifiée, le théorème VI peut être en 
- défaut. Considérons par exemple un carré dont les côtés sont de longueur 
quatre. Soit M le point milieu du côté AB. Sur AM et BM comme diamètres, 
construisons, à l'extérieur du carré, deux demi-circonférences. Sur le côté 
opposé 4 AB comme diamètre, construisons à l’extérieur du carré une 
demi-circonférence. Le domaine compris à l’intérieur du contour F formé 
par les deux autres côtés et les trois demi-circontérences est un D(1). Tout 
angle à de sommet M et renfermant en son intérieur la tangente en M à F 
est tel que, quelque petit que soit e, il existe dans 0 sur Parc de circonfé- 
rence de centre M et de rayon € deux points frontières du domaine. Mais 
dans tous les cas, le théorème V montre que, étant donné un point M, 
non isolé et à distance finie, de la frontière F d’un D(r), à tout angle à 
fermé de sommet M ne renfermant qu’une seule demi-tangente en M à F, 
correspond un nombre positif e, tel qu’il y à au plus deux points frontières 
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de D(r) sur tout arc de circonférence de centre M et de rise inférieur 
à €, eampris, dans, ù (°). yi 2h | 


8. Rappelons que l’ensemble Gat, 1e attaché à un ut M, à distance 
finie, de la frontière d’un domaine est l’ensemble, pouvant être vide, des 
demi-droites joignant M aux centres des cercles de rayon p intérieurs à ce 
domaine et dont la circonférence passe par M. On a alors la propriété 
suivante, caractéristique des domaines A (r). 


PRÉOR EME Vil. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'un 
domaine soit un domaine A(r) est que; en chaque point M, à distance 


finie, de la frontière de ce domaine, l’ensemble SM, p) soit constant pour 
toute valeur de p, positive et non supérieure à r (?). 


Soit un domaine Det soit M un point frontière de D, à distance finie. 
Comme l’ensemble &(M, p) est fonction non croissante dep, on voit aisé- 


ment que si 6(M, p) est constant pour toute valeur de p, positive et non 


supérieure à 7, ou bien il n’existe aucun cercle intérieur à D dont la circon- 
férence passe par M, ou bien tout pareil cercle de rayon inférieur à r est 
intérieur à un cercle de rayon 7 intérieur lui-même au domaine ; inverse- 


ment, si une de ces deux hypothèses est réalisée en M, (M, p) est constant 


pour toute valeur de p, positive et non supérieure à 7. 
Or, en tout point, à distance finie, de la frontière d’un domaine A(r), 


la seconde de ces hypothèses est réalisée ; la condition de énoncé est donc 


nécessaire. Elle est aussi suffisante pour que le domaine D soit un A(r). 
En effet, soit | un cercle intérieur de D, de centre P et de rayon plus petit 
que r. Soit à la distance de P à la frontière de D. Si à est non inférieur à ? 

y est certainement intérieur à un cercle de rayon r intérieur à D. Si à est 


(') Les démonstrations des théorèmes précédents n’utilisent pas le fait que D(r) est 
connexe ; ces théorèmes valent done pour tout ensemble ouvert tel que chaque point de 
l’ensemble soit intérieur à un cercle de rayon r intérieur à l’ensemble. Par conséquent; 
ces théorèmes valent pour les ensembles d(r) car la frontière d’un quelconque de ceux-ci 
peut être considérée comme étant une partie de la frontière d’un ensemble répondant 
à la condition précédente. 

Les démonstrations valent aussi pour un ensemble ouvert tel que chaque point de 
l’ensemble appartienne à un cercle fermé de rayon r dont l’intérieur appartienne à 
l'ensemble. Pour le théorème LV, il y a une légère modification : la circonférence (HE 
coupe I, en deux points ou est tangente en P, aT, le reste du raisonnement denseure 
le méme. 

() On sie pas supposer, pour établir que la condition est suflisante, que Sa, p) 
soit non vide 
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Anférieur à r, considérons le cercle C de centre P et: de rayon 0: C est 
intérieur à D'et comprend F en son intérieur ; la circonférence de GC a au 
moins un point commun M avec la frontière de D. Puisque &(M, p) est con. 
stant par hypothèse (0 <p <7), le cercle C est intérieur à un cercle de 
rayon r intérieur à D. Ainsi, dans tous les cas, F est intérieur à un cercle 
_ dé rayon x intérieur à D ; D est donc un A(r). | q 
= Supposons en particulier que le point M, à distance finie, soit un point 
isolé de la frontière d’un A(r). Il existe un petit cercle de centre M dont 
tous les points sauf M appartiennent à A(r). Mais alors pour p suffisam- 


ment petit, &(M, p) comprend toutes les demi-droites issues de M ; il en 

est donc de même. pour &(M, r), et par conséquent, la distance de M au 

restant de la frontière de A(r) est an moins égale à 2r (*). Cette propriété 
résulte aussi comme cas particulier du théoréme suivant : 


~ Tatoréme VIII. — Si l’on peut diviser la frontière F d’un domaine A(r) 
en deux ensembles fermés et sans point commun, la distance (*) de ces 
deux ensembles n’est jamais inférieure à 27. 


Soient E, et E, les deux ensembles fermés et sans point commun en 
lesquels la frontière F d’un A(r) est partagée. L’un d’eux est nécessaire- 
ment borné ; supposons que ce soit K,. éd 

Il n’y a de théorèmes à démontrer que si E, ne se réduit pas au point à 
Pinfini. Dans ce cas, la distance 0 de E, et E, est finie et positive. Soit A; 
un point de E, et A, un point de E, tels que la distance de A, et A, soit 
égale à d. Nous savons (*) qu’il existe un polygone dont l’intérieur contient 
E, et dont l'extérieur contient E,. Comme A(r) est un ensemble connexe, 
le contour de ce polygone est tout entier dans A(r). Le segment A, A, qui 
rencontre le contour de ce polygone en un point au moins, contient donc 
au moins un point intérieur à A(r). Alors, le cercle G, de diamètre A;A,, 
est intérieur à A(r), car sinon il renfermerait un point frontière de A(r) 
dont les distances à A, et à A, seraient inférieures à à. Mais alors, la demi- 


droite issue de A, et joignant A, à A, appartient à E(A, r). A,, d’après la 


(1) Car si M, à distance finie, est point frontière d’un A(r), la distance de M au point, 
non de A(r) et distinct de M, le plus rapproché de M sur chacun des rayons. de EU, r} 


est au moins égale à 2r. | | 
_® Étant donnés un ensemble borné du plan complexe et un second ensemble se 


réduisant au point à l'infini; nous conviendrons de dire que la distance des. deux 


ensembles est infinie (positive). É L Sy est ; 
() Cf. G. Jura, Principes géométriques d’analyse, {** partie, Paris, Gauthier-Villars, 
le . , 


1931, p. 8. 


— 102 — 
_ note de la page: 101, est done distant = a, d'au moins gi ; oe à m'est 
pas inférieur aa | ti ; | ALL 
REMARQUE; — Ce dhiénnédies ne s'étend plus à à un ensemble E ouvert 
datstaianuit à à la condition énoncée pour A(r). Car on peut prendre pour E 
l’ensemble des points intérieurs à deux circonférences de rayon r compléte- 
‘ment extérieures l’une à l’autre et à distance aussi petite que l’on veut 
Pune de l’autre. — | ees he’ | ) hi 
Ce théorème VIII permet d'établir : : 
THéorèME IX. — Si la frontière F d’un domaine A(r) est eee et donc 
bornée, A(r) est à connexion finie (*). 


En effet, si la frontiére F de A(r) est un point ou un caries le théoréme 
est établi. Si F n’est ni un point, ni un continu, F n’est pas bien enchaîné 
et on peut décomposer F en deux ensembles F, et F,, nécessairement 
fermés et sans point commun, à distance positive l’un de l’autre. La dis- 
tance de ces deux ensembles est, en vertu du théorème VIII, non infé- 
rieure à 2r. 

Supposons que F ait été décomposée en » ensembles F,,F,,..., F,,, tous 
à distance non inférieure à 2r l’un de l’autre. Alors, ou bien chaque F; se 
réduit 4 un point ou est un continu, et le théoréme est établi, ou bien la 
frontière F peut être décomposée en plus de n ensembles tous a distance 
non inférieure à 2r l’un de l’autre. 

En effet, si F,, par exemple, n’est ni un point ni un continu, F, n’est 
pas bien enchainé et peut donc se décomposer en deux ensembles F’ et I” 
à distance positive l’un de l’autre. F’ et F” sont évidemment chacun à dis- 
tance non inférieure à 2r de chacun des F, (¢ = 2, 3, .... n) restants, De 
plus, la distance des ensembles F’ et (F” + F, +... + F,), qui sont à dis- 
tance positive l’un de l’autre, n’est pas inférieure à 2r ; done la distance 
de F’ et F” n’est pas inférieure à 2r ; notre affirmation est établie. 

Maintenant, si A(r) n’est pas à connexion finie, ce processus de décom- 
position de F se poursuivrait indéfiniment. 

Cela est impossible car F est borné et le nombre de points de tout 
système S de points de F à distance non inférieure à 2r l’un de l’autre est, 
par conséquent, borné supérieurement. 

En effet, imaginons autour de chaque point d’un système S comme 
centre, un cercle de rayon ». Pour un même sytéme S, deux quelconques 
de ces cercles ne peuvent empiéter l’un sur l’autre ; le nombre des cercles 


(') Ce théorème vaut aussi pour un A(r) pour lequel le pothe à l'infini est un point 
frontière isolé. Des exemples montrent qu’il n’est pas vrai pour un D(r) quelconque. 
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de tout pareil système de cercles est borné supérieurement. En effet, si R’ 
est le rayon d’un cercle de centre origine contenant F, le nombre des 


à 


cercles d’un même système S est inférieur au rapport N de l'aire d’un 
i 


cercle de rayon (R’ + ») à l’aire d’un cercle de rayon r. Donc le nombre 
de points de tout système S est inférieur à N. A(r) est à connexion finie 
car s’il ne l'était pas, on pourrait, par le processus ci-dessus, décomposer 
| F en plus de N ensembles tous à distance non inférieure à 2r l’un de l’autre, 
et on pourrait donc trouver un système S renfermant plus de N points. 
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©" Si la frontière n’est pas bornée la propriété précédente n’a pas lieu néces- 

’ sairement. Considérons en effet le domaine obtenu en supprimant du plan 
+ complexe le point à l’infini et les segments de droite de longueur un, 
perpendiculaires à l’axe réel, symétriques par rapport à celui-ci et le ren- 
contrant aux points d’abscisse 2, 4,6...,%n, .... Ce domaine est un A(1) 
et il n’est pas à connexion finie. : 
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: M. R. Breckpot fait une communication orale: a) sur la: relation entre l'intensité 
 speetrale et la concentration, b) sur la correction pour fond continu en analyse spectrale. 
__M. Van Dingenen fait une communication orale sur une vérification expérimentale de 


‘la théorie de Polanyi de adsorption. 
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Théorie de l'élasticité du second ordre 
avec application à la théorie du flambage 


PAR 


INTRODUCTION 


La théorie de l’Élasticité part de ’hypothése que les déformations, les 
rotations et les tensions sont des quantités petites du premier ordre, et 
les équations classiques négligent les termes du second ordre. Nous avons 
établi une théorie qui permet d’introduire aisément tous les termes du 
second ordre sans devoir formuler d’une maniére explicite les propriétés 
élastiques du matériau. 

La méthode variationnelle est adoptée dans ce qui suit, bien qu’elle ne 
soit pas essentielle. Le succès de la méthode, et la possibilité de déduire 
le même résultat à partir du point de vue très différent de la condition 
d'équilibre d’un élément infinitésimal sont dus à l'introduction d’une 
expression nouvelle du tenseur déformation. 

L'énergie potentielle élastique correspondant à des équations de 
l'Elasticité du second ordre doit contenir tous les termes du troisième 
ordre. Ayant obtenu cette expression, nous remarquons qu’elle peut 
s’appliquer soit à une théorie du second ordre avec un état initial de 
tensions nulles, soit à une théorie du premier ordre à partir d’un état 
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initial de tension. bec tient au fait que notre expression de l’énergie 
pa potentielle contient tous les termes du premier ordre et du second ordre 
ig par rapport aux déformations indépendamment de la grandeur des 
_ tensions. On peut donc: supposer les tensions initiales arbitraires et établir 
-une théorie linéaire de l’Élasticité pour de petites déformations à partir 
- de cet état et un petit accroissement correspondant des tensions. Ce sont 
ces équations que nous avons déduites ici. Elles permettent d’établir une 
théorie rigoureuse de phénomènes tels que la propagation des ondes dans 
un milieu soumis à un état initial de tension ou du phénomène d’instabi- 
lité de l’équilibre élastique g généralement désigné sous le nom de flambage. 

Nous avons mis en évidence la différence fondamentale que l’on doit 
introduire lorsqu'on considère la tension s"” par unité de surface après 
déformation ou la tension {#Y par’ unité:de surface avant déformation et 
nous avons aussi établi quelle relation doit-exister entre.ces deux repré- 

sentations de la tension. 

La loi d’Hooke est aussi différente lorsqu'on utilise l’un ou l’autre 
système de tension. Les modules d’élasticité constituent une matrice 
symétrique lorsqu’on considère les tensions {" tandis qu’ils satisfont des 
relations différentes lorsqu’on considère les relations s#¥. — 

Les équations d’équilibre interne déduites de l’expression de l’énergie 
… potentielle par la méthode variationnelle peuvent s’éxprimer soit à l’aide 
des tensions {" soit à l’aide des tensions s“Y- Celles qui utilisent les ten- 
sions ¢#Y sont équivalentes à celles obtenues d’une manière toute différente 
par C. Biezeno et H. Hencky (’). 

La déduction des équations non linéaires de la théorie du second ordre 
lorsque les tensions initiales sont nulles n’a pas été faite ici, mais il est 
facile de voir qu’on est conduit à des équations dont la forme est identique 
a celle des équations obtenues. 
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Considérons d’abord une déformation pure homogène, définie par la 
‘transformation linéaire à coefficients symétriques 
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(‘) C. B. BIEZENO et H. HET On the General theory of elastic Pin, Kon. ARES: 
van Wetenschappen te Amslerdam Proceedings. Vol. XXXI, n° 6 


a 


Supposons un état de tension homogène of associé à la déformation 
pure et proposons-nous de calculer la variation d'énergie potentielle de 


déformation lorsqu'on donne une variation dé; au tenseur déformation €;.. 


Désignons par F, les forces par unité de surface agissant à la surface S 
d’un volume V. La variation dW, d'énergie potentielle de ce volume est 


mr oW,= i ’ EF, 08 dS 
ou ; 

' F 5. à 5 
(3) we dE = & de; à 

et by Sos 

(4) 3 F,= > ofa, 


où a, désignent les cosinus directeurs de la normale extérieure 4 S. 
Dès lors 


(5) | bW,= i j À of dt! a, d5. 


Par la formule de Green ceci s’exprime sous forme d’une intégrale de 
volume 


: gale ah agli 
(6) | own [ff Zoi ae dV. 
Les dérivées partielles ei . dé s’obtiennent facilement en résolyant le 


système (1) par rapport à x’ et substituant dans les équations (3). On 
trouve 
ee a. Wh ak AUS 
(7) spp DBs pp (Bsr DE ae i 

Comme nous avons en vue une théorie du second ordre, nous n’avons 
gardé dans cette expression que les termes du premier et du second 
ordre en €;. 


Nous désignons par D— | d + é le déterminant ou Jacobien de la 


U . a ù L 
transformation (1) ete—Xé. Nous substituons les valeurs (7) dans 
l'intégrale (6). En tenant compte que 


a 
ne dv’, 
où V' désigne le volume initial occupé par V avant déformation on trouve 
d rires AS . 
(8) DW. = [ff k a he) 61 —2 | de; dV 


l'intégrale étant étendue maintenant au volume initial avant déformation. 


am: 
= 
Lt 


ESS 


LAS 


* . 


DS SEN ae 
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L’expression ‘x | 
9) — W=2(14 0 of Edo] oc 


est la variation d'énergie potentielle par unité de volume initial. En vertu 
de la symétrie on peut écrire 


(10) WH Edie 

“avec 

© J 8 k ' 2 
Mo d= dtodd gh(dof + dot). 


Le tenseur +; constitue un autre mode de représentation de la tension. 
C’est la partie symétrique des neuf composantes des forces agissant après 


_ déformation sur les faces d’un cube unitaire initial. Le tenseur o! repré- 


sente les tensions réelles tandis que D représente les forces rapportées 
aux surfaces avant déformation. 

Il nous reste maintenant à établir une expression pour le tenseur 
déformation €; correcte jusqu’au second ordre, lorsque la déformation 
n’est pas homogène. 

Dans ce cas, les coordonnées initiales æ d’un point P du matériau 
deviennent = = x’ + w’ après déformation. Les u* sont supposés fone- 
tions continues des coordonnées initiales x°. 

La région infinitésimale qui entoure le point P subit la transformation 
homogène 


0 
(12) dz’ = E (0) LME) a. 
Posant 
i À pout au? 
13 amg hres ) 
sb} ogy ti ( du” a 
De AQU SES dx’ 
il vient 
(14) dE =Z(oF+ ef + wi) du . 
L'élément de longueur s’écrit 
(15) ds? = y (dz')° = 5 [Oy 29uv] dx" dxY 
avec 
(1 =v 


be Obs a uAéAv 


ear i sl ab ia ores 


& lumios 210 266 cat ann 


| 

| 

luc je We | 

on. 1 it aus, al isitias eee 2] ab es FES nao | 
SAS EQNET 2410 28 ait és Swat ay bei 2 28 ch | 
| 


L'é lément de longueur de cette transformation est acts eaooltane % 4 


aan at AWG NOTA TGR ome nié casino sige. aver i. 
AEBJivwidh vi ouperadodehy | M 
) , ¥ -onaoavodiaaay Mat 
avec et 0) q Toit as D , »1? ais 1 + Paras iM) : Qu ssl ce + So tanl | 
ane s'umal 2 ‘ys = 2 Incnasiveal 3 
(19) Sogquà 102 tap at ira ? 156179 | 
iLO 45h Zone #09 anol 


. Nous avons écrit €, au ne de a, ‘ Onfpeëite faire isiinecacs que les” 


renier pud (17) + mr 251 eben er à le même état de des ormation én 
posant lidentité LA + . 4 ret} 


bo id LU | 
use" 
équivalente aux six équations | 


(20) RE hae 


On en conclut que €,,y et Euv diffèrent par une quantité du second andre 


et, par conséquent, on peut écrire avec ‘0gé erreur du troisiéme ordre 10 
identités ; 


(21) À ele = re €, 
Introduisant cette identité dans les équations (20), on trouve 


tee o ray aa a Fee 
2) ew tut GE (whey + whee) han. 
Ceci donne les papi hasan fer du tppaeur déformation correctes jusqu’at 
second ordre. 


Introduisant ces composantes dhhs Vr brhroseth (10) pour dW, on peut 
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établir une théorie de l'Élasticité contenant tous les termes du premier 
et du second ordre en 6?, ej et wi. | 

Nous pouvons aussi traiter le cas d’un milieu soumis à un état initial 
de tension S? et subissant une petite déformation à partir de cet état. 
Nous nous posons alors le problème d'établir une théorie de l’Élasticité 
pour un tel milieu avec tous les termes linéaires. 

Ces deux théories et les équations qui en résultent étant fort semblables, 
nous traiterons ici uniquement le second cas. Nous utiliserons indiflérem: 
ment la notation ge yA"” pour le tenseur A, selon l’avantage de la nota- 
tion. Les formules fe sont par conséquent valables que pour des tenseurs 
cartésiens. 

Les tensions initiales sont désignées par SHY. Elles sont en équilibre et 


satisfont par conséquent à l’équation 


re 


(25) — + pX'=0 


où pX° représente la force de volume. On suppose que le matériau subit 
alors une transformation 


zt 9° + ue 


telle que les grandeurs u', e; et w soient petites du premier ordre. Les 
tensions deviennent S"Y + s!V; nous supposons les accroissements de 
tensions petits du premier ordre. 

Afin d'établir une théorie linéaire par rapport à ul, e et W;, nous 
devons partir d’une expression de l’énergie potentielle RUE tous les 
termes linéaires et quadratiques par rapport à ces grandeurs. 

En introduisant o"Y = SUV + s#Y dans l’expression (10), et négligeant 
les termes d’ordre supérieur au second, on a 


: uv Mv. 
(24) OW = =H de, + ES dey, 
avec 
k ic © 
(25) MM + TE (gS eS), 


Le tenseur ¢#” est différent du tenseur s“Y. Ce dernier représente les 
accroissements des tensions réelles, tandis que t4Y représente les accrois- 
sements des forces rapportées aux surfaces initiales. 

La loi d’Hooke généralisée s’exprime par 


pv — © BL é* 
(26) rk 


— 19 
où la somme est étendue à toutes les AR lune der et. 4. La condition: 
que dW soit différentielle exacte s RDA par les aura relations … 
(27) B= Be da be 

rés potentielle est une forme linéaire et quadratique 


uv 
(28) Wi TE NS ea rhobdbEn 


Si nous introduisons les tensions réelles s#’, la loi d’Hooke s’écrit 
‘ rl 
alse By otk 
(29) PV ET Lee Ee 
avec la conditien 


dE 
AMY rk ar ef 
Cr + S dy 9 a + S aye 
(30) ; 
srk py oe "A? Fa au eV Jav M 
rar Eee at Sse)! 


On voit que les coefficients CG n’obéissent pas à la relation de symétrie 
satisfaite par les coefficients B. 
L'expression de l'énergie potentielle en fonction des tensions réelles est 


Uv luv k . uv 


Les expressions (28) et (31) de l’énergie potentielle renferment tous les 
termes linéaires et quadratiques. On peut évidemment substituer e,, au 
lieu de €,,, dans les lois d’Hooke (26) et (29) et dans les relations (95). 
De même, on peut effectuer cette même substitution dans certains termes 
de l'énergie potentielle sans affecter les termes du premier et du second 
ordre. On trouve 


> a YA uv 
(32) W=g2 Rares 

ac iY que : uv 
(88) W= 327 seu + 9 2 uv [sed i (et SY + ef is) | +zS'e,, 


Le calcul des variations et le principe des travaux virtuels permettent 
à partir de ces valeurs W d’établir les équations d’équilibre du milieu. 
Admettons que la déformation est due à un accroissement AF’ des forces 
de surfaces et pAX* des forces de volume. Annulons le travail virtuel total 


(34) {| ( à q+ AF’) du'dS + {{ Zocx'+ ax du’ dV — {| oWdV=0 


avec l’expression (32) pour W. 


UE 


A Rappelons que W est l'énergie potentielle par unité de volume initial : 
par Co) iséquent, V est le volume initial et les variables d’intégration sont 


les coordonnées initiales. | 
Appliquons la méthode classique du calcul des variations. En tenant. 


» compte des conditions initiales d’équili LUS LRU 

me OTA Pie CO) s d’équilibre (23) et des cond | 

+ aux limites, on trouve CE) RAILORS AP RABIES 
“0 

ù map HV 0 ; 

i: uv à 1 uv à 1 i : 

< i) Mr HE dx" (s Wt gS à — 5 Stet) + pAX'= 0 


- avec la condition aux limites 


21 : Mi. WE eee . 
f 36 AFi— > LA Ÿ uv à 4 guv i od aut v 
_ (86) yt S Wy tx 8 Lu 5 S eu CE 
. Les équations (35) sont les équations d'équilibre d’un milieu soumis 
_ à lensions iniliales avec tous les termes du premier ordre. 

Ces mémes équations exprimées a l’aide des tensions réelles s’obtiennent 
* en substituant les valeurs (25). On trouve 


: Ay Css a0.) (hd SE ee i ii 
Pan ESS 4 EME ES (shu, Sieh.) + pAX = 0 


et les conditions aux limites 
er 


i \ a ui vi ave uv / uv à ui u) 
(38) AF =Zs a+ ezS EAT eg em Oy 
Les équations (38) prennent une forme remarquable si on les trans- 


forme a l’aide des relations (23) et des identités 


uM de, de 


(pay) os Sa 


Les équations (37) deviennent 

“Vv yovi t TE uv Fi ow dw’ 
Pa Dax oF oh xt (8 + gr) 
(40) dx" dx dE" 


MV gSHi 
AP} de Dig pat di: 
p HU dx" 


Lés termes additionnels de la seconde ligne sont dus à la courbure et 
4 la torsion d’un élément. Nous les dénommerons termes de courbure. 
Ceux de la troisième ligne sont des termes de sustentation dus à la défor- 
mation d’un élément dans le champ des tensions initiales. Ces derniers 
disparaissent si le champ initial est homogène. On peut vérifier que les 
termes de courbure ne dépendent que du cisaillement, car ils disparaissent 


Dr “dia À Pi dels. pb tai five a | ati ‘io 


sri@aaiavi vA secs (ew said) pas: OR 
nsnusitdae StyST Riynial daly s ME TDK Oat: de cy paps sinter 2804 
Les équations (40) paca aes Wa, GF) Stee ms Mer: 
11 «= : = (An 1 “aes cet 
ED 
“tin! 2 Satire dt à 
4 [1 Le LE — 25" 5 
(AA) ne" das 4 = 
ag f oe : agit 38 ; BE 
9 —epX — Ce 3 4 D. CS | DE 
4x une wits équation similaire pour la direction y.. 161 


Si les termes de cisaillement sont nuls ou négligeables, et s xl n'ya pas 
de force de volume, les équations (41) prennent la forme 


11 12 . 
(42) 
ds? S 2 
a7 + (S'1— rs — + 9 giz JW Fe 0. 


Ce sont les équations typiques du de de flambage. Les termes 
caractéristiques ne dépendent que des composantes (S'' — S**) et S!? du 
cisaillement initial. 


Calcul des fréquences et modes fondamentaux 
gauches de vibration des molécules de deutéroéthyléne 
CoHD, (@+y=4) 


PAR 


E. BERNARD ET C. MANNEBACK 


1. INTRODUCTION. 


Le présent travail se rattache à d’autres relatifs aux molécules de deuté- 
roéthylène, en particulier à celui de Y. L. TcHANG consacré au calcul de la 
fonction potentielle complète des mouvements plans, commune à toutes 
les molécules de deutéroéthylène. Dans tous ces travaux, les mouvements 
fondamentaux gauches, (perpendiculaires au plan de repos de la molécule) 
avaient été négligés, faute de données expérimentales suffisantes. Or il se 
fait que l'identification de deux des modes plans est loin d’être absolument 
établie. Ceci nous avait engagés à examiner les conséquences d’une autre 
identification possible pour ces deux modes douteux : les considérer 
comme des modes gauches. Entretemps, un travail tout récent de Suther- 
land (’) est venu éclaircir la question. 


2. Modes gaucnes de C,H, et C,D,. 


Toute molécule, plane au repos, du type C,H,D, (x + y= 4) possède 
6 modes gauches, dont 3 sont impropres (fréquence nulle), une transla- 
tion et deux rotations. Nous admettons pour les molécules C,H, et C,D, 
les symétries suivantes : plan de la molécule, plan xe (m,, 0,) et plan 
yz (n,, 0,). Le centre O de la molécule est centre de symétrie. (Axe z, per- 
pendiculaire au plan de la molécule ; axe x, coincidant avec la direction 
CC ; axe y, perpendiculaire aux précédents). Les lettres x et o désigneront 
dans la suite la symétrie ou l’antisymétrie du mouvement par rapport à 
l'élément indiqué ; S et À seront employés de même par rapport au centre 
de symétrie. 


(1) Nous remercions le prof. Sutherland d’avoir bien voulu nous communiquer son 
manuscrit avant la publication. 
LIX, | 8 


Le 110. 


Nous adopterons les dimensions de la molécule qui ont servi dans Jess 
calculs précédents : CC = 1,37 et CH = 1,04 x 10—$ cm, angle HCH =126°. 
Des valeurs peut-étre plus exactes ont été données depuis par PENNEY 

(1,33 ; 1,08 et 118). Les résultats qui suivent seraient à peine influencés 
_ par ce changement: Dans la suite, tous les mouvements considérés auront 
la même symétrie 6, par rapport au plan de la molécule ; nous omettrons, 


3s 


en général, de la mentionner. }- EG TELE 


TABLEAU I 
Sea Symétries | __ Mouvements gauches | Coordonnées symétriques 
+ + + — 
A> LAGE To.) CAS D >t + Ah, =2, +2, +z+z 
‘a +o +) Qu, = Lye + Zo, 
Antitrans- Translation 
lation 
1 + — + — 
== RE: LE bn. ae 
Bd lel ON RAP | pea Ah, = 2, +82, 
Ta —| Qu, = Z,,— Z,, 
Antirotation Rotation y 
+ = 
G. |A (0,,0,,0,) Total. > ak = 2,—2, + 2324 
Inact. |— + 
Torsion 
= + ee 
D S(0,7,0.) 2 —_2¢ 4X, = 2,— 2%, — 2,1 & 
Rotation x 
H, H 


4 
Les coordonnées sont définies pour la molécule GC, 3; les lettres 


z et Z désignent des élongations perpendiculaires au plan de la molécule. 
Le tableau I résume les propriétés qui découlent des symétries existantes ; 
IR et Ra désignent respectivement des modes actifs en absorption infra- 
rouge seulement ou en diffusion Raman seulement. 

L'emploi des coordonnées symétriques permet la séparation» de 
l’énergie potentielle (limitée à ses termes du second degré) en une somme 
de trois termes ne contenant chacun que les coordonnées symétriques 


10 29 


ET + +r, 49. FAC rN GE) à EmÇ dupe der 


ivan désignera la masse m,, des atomes d’hydrogéne ou m,, des atomes de 
| deutérium, selon le cas et M celle des atomes de carbone. 

~ Remarquant que U doit s’annuler pour la translation A et la ne B, 
on obtient immédiatement 


au, = 4a (mu, —2,)? | | | : 
AU, = 4b(œu, — À)? | LÀ 
OU, = 4e 2 


- oùa, b, ¢ sont trois paramètres caractérisant les déformations gauches — 
correspondantes de la molécule et 


Dicosio/ Pe! Se T= ta 

L a = angle HCH 
La représente l'énergie potentielle d’une « antitranslation » dans laquelle 
. Paxe CC est écarté d’une distance unité par rapport au plan commun des 
quatre atomes d’hydrogène ; 4b représente l’énergie potentielle d’une 
antirotation » dans laquelle la distance entre les deux plans en antirota- 
tion (celui passant par l’axe CC et celui commun aux atomes d'hydrogène) — 
- mesurée au niveau des élongations des atomes d’hydrogéne est l’unité. 
On obtient immédiatement les expressions des fréquences figurant au 
tableau III pour C,H, et C,D,. 


a=1+ 


ne dot D de à 


3. Modes gauches de C,H,D et C,HD,. 


j Ici, toute symétrie pour la distribution des masses dans la molécule a . 
* disparu. I] s’ensuit que la fonction cinétique n’est plus € séparable », mais 
contient des termes mixtes qui provoqueront un € couplage » des divers 
modes A, B,C, D entre eux, pour donner un mode résultant n’ayant plus 
aucune symétrie. Désignant par m,, m,, etc., les masses des atomes d’hy- 
drogéne ou de deutérium, on a, en général, 


OT = 9M (u? +42) + (am, + om, + mt my) (M AG + AG + À) 
4+2(m, + m, — ms — m4) (de + À À) 
+2(m,— m, + my—m,) (hy by + ke À) 
+2(m,— m, — M3 + M) (h, Ay Ay hs) 


as 


Les équations de Lagrange donnent directement une équation déter- 
minante du sixième degré pour le carré de la pulsation (2m x fréquence) 
des vibrations fondamentales. Trois racines nulles peuvent être mises en 
facteur et l'équation cubique qui subsistejdonne pour les fonctions symé- 
triques des racines, dans le cas de C,H,D du 


PS et wie 
he 29 =F (at a°b)+ an,“ b+ e) 


Song Seah ots we > 
 FQHQE— Me + M SR, [a (b+ tat at a, [ab + be + ca] 


sh sel Be à 4a? 9 A+2 1 | 
272,25 = abe MOI, Tm. G St, | Im. SK.) 


x 


ou 


; 14" 1 1 Ace À 3 
Silat a) ES Mile mi 


H 


Pour la molécule U,HD,, il suffit de remplacer dans les formules M, 
par ON, et réciproquement. On vérifie que pour m,—m,, on retrouve 
bien les formules connues. 


4. Modes gauches de C,H,D, trans, cis et asym. 


ll y a trois isomères C,H,D, : chez trans, il y a symétrie des masses par 
rapport au centre de la molécule ; chez cis, par rapport au plan ye; chez 
asym, par rapport au plan xz. Il s’ensuit, pour chacun de ces trois isomères, 
une séparation des mouvements des modes en deux classes de symétrie, 
différentes pour chaque molécule, comme Vindique le tableau suivant. 


TABLEAU II 
Symétrie | Symétrie du | Transl. RE | Coordonnées 
des masses mouvement |  Rotat | Selection | symetriques 
GA(A+ CP abs fo IR] Popa, 
lrans à | | 
1S(B + D) A ARR RO à No Mo Ay 


An (A+ D) | 4T+4R | IR+Ra! Lun 
20,(B + C) | TR Ra Ky Me Ay 


cis 


an (A+B) | 1T+4R | IR+Ra} Aux Uy 
10,(G + D) 1R Ra .| huh 


asym 


le possède la symétrie qui vient d’être ment 
égles de sélection résultent de principes bien connt 
K et Gapannes. La fonction cinétique se sépare chaqu 
. ntenant les coordonnées symétriques indiquées 


RE | 
nt 2 


TagLeau II 


Molécules C,H, (m= m,) et C.D, (m= m,) 


‘7 Molécules C,H,D, ms oe (mx de my 
4 Le NL NS GÉAANON PSP 
trans À HER pe = (gt) 
À 2 ail MC) 1 ” à 2 
a 
a b 1 fol sax" - 
(yes — —= = + 
4 © i op ae ld OM 
2 | a 
a 0S T Q? = — 
Bei.” Hu 
| Q2+ Q? bu 
Fa, nb ay 
Es apn plea ORALE 
| QQ: B= a = 


‘a Ro | 


5. Raul numériques. 


| 
{! - ; | 
Nous avons pris comme pont de départ ve d es expér itales 
suivantes (en emt") =.) (4) ts (om =a) M, D aati iV | 
TABLEAU IV at | 
: se 950  "f*e 2950! 800 ne | 
pe 780 — 
“A (IR)A | (Ra)B J nact)c 
via 1.322 1.230 4148 ; 
R exp S13 4.918 2 


= Repec 1.506 a 1.398 - 


Entre les Ree ee correspondantes a deux molécules, il existe les 
« relations isotopiques » 


on re ju Ru æ a Happ =R, co re ce 


Le pe écart entre les rapports me Ra et les ee ee 
mentaux Rep, Ceux-ci étant inférieurs aux précédents, révéle la présence 
d’une légère anharmonicité des vibrations. 

TcHANG a montré comment la substitution des masses appelées € spec- 
troscapiques », de valeurs en unités atomiques 


m, = 1,088 m,, = 2,1%, 
au lieu des valeurs habituelles 
My = 1,008 m, = 2,044, 
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permet d’interpréter de façon très satisfaisante l’ensemble des résultats 


expérimentaux dans le-cas des vibrations planes des deutéroéthylènes. — 


Nous adopterons donc les mêmes masses spectroscopiques partout dans 
la suite, bien qu’ici la petite valeur des écarts n’exige pas absolument leur 
introduction. Pour plus de détails au sujet de la signification physique à | 
attribuer à l’emploi des masses spectroscopiques, on pourra se référer 


à un exposé récent de l’un de nous. 
On obtient ainsi le paramètre « de la fonction potentielle 
d=k.u. va 0,4874 x 10° dynes x cm. 
a, =k. w,.v2= 0,489 x 10° » 
ou v est exprimé encm—! et k est le facteur de réduction des unités connu 
9,863 X 107". Les deux valeurs de a devraient être identiques ; nous 
- choisirons 
a = 0,4849 x 10°. 
De méme, nous choisirons la moyenne de b,, = 90,3794 et b, = 0,3771, 
. soit | 
b=0,3182%X 10, 
et enfin c = 0,4081 x 10°: 
Recalculant les fréquences de départ, on obtient (cmt) 
v= 947,5 V,, = 948.5 
(A) > | 
v, = 725.8 v, = 781. 
Utilisant les valeurs ci-dessus pour a, 6, c, nous avons calculé les fré- 
quences suivantes, au moyen des formules données plus haut (k? = 2,854) 
TABLEAU V 
C,H, (C) 800 (0,0 —) | (A) 948 (30,4—) | (B) 949 ( 0,0 m) 
C,H,D 712 (2,6 w) 884 (10,0 w) 949 (11,4 w) 


C,H,D, trans 


C,HD, 
CD, 


(A+C) 627 (4,4—) 
cis | (B+C) 650 (0,0 w) 
(C-+D) 695 (0,0 w) 
608 (1,6 w) 
972 (0,0—) 


asym 


(U) 


(B+D) 869 ( 0,0 m) 
(A+ D) 844 (27,0 w) 
(A+B) 754 (13,6 w) 

752 (14,2 w) 


(A) 796 (28,4 —) 


(A+C) 896 (22,3 —) 
(B+C) 904 ( 0,0 w) 
(A+B) 948 (19,0 w) 

879 ( 9,4 w) 


(B) : 784 (0,0 m) 


Entre parenthèses, fréquences et intensités relatives I. R. calculées ;: 


m moyen et w faible en effet Raman. 


On voit que la loi bien connue de Lord Rayleigh est satisfaite: un 
accroissement de masse dans une partie quelconque d’un systéme ne Sal 


en aucun cas être accompagné d’un accroissement des a de à propres 
du système, | 


} 


| 
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… En vue de l'étude ultérieure de molécules du type GX et CH,X 
DL (X = CH,, Cl,-Br, 1), nous avons calculé les courbes des figures 4 et soa 
oy gardant les dimensions et les constantes potentielles caractérisant les 
“4 deutéroéthylènes. Ces constantes, selon toute vraisemblance, vont en 
£ . décroissant dans le sens CH, vers I, ce qui entraînera un abaissement des 
2 fréquences calculées. L’effet du changement des distances CX est négli- 
… geable dans le cas de C,CL, et C,Br, pour lesquels nous avons calculé Ja 
… fréquence B, la seule affectée, en adoptant pour les distances 

2 CCI : 4,80 x 10° et CBr: 2,0 x 10° cm, 


- sans modifier l’angle XCX = 196°. 


Mand) 


s Par contre, pour C,H,X,, l’effet est plus important. Nous avons obtenu 
_ (encm): 


TABLEAU VI 


CCl = 1,80) CCL=1,06| CBr = 2,0 |CBr = 1,06 x 1078 cm 


a, 


Aja Ae 563 569 557 560 

(BLD) U,H,X, trans | 698 789 63) 778 

= 807 894 791 894 
> (B+C) CH.X 

a ia a 407 387 403 362 

#75 | 947 860 947 

GB) CHE: asym | po | 192 | 406 480 

ke 2,809 | 2,854 | 5,408 | 2, 854 


Enfin, a partir des équations de Lagrange, les modes fondamentaux ont 
pu être calculés, fig. 3 (Amplitudes en unités 40~° cm). On n’oubliera 
pas qu’ils ont été calculés avec les valeurs € spectroscopiques » des masses. 
Avec les masses ordinaires, les secondes décimales des amplitudes seraient 
majorées de 1 410 unités. Ces résultats fournissent des indications inté- 
ressantes concernant l’intensité globale relative des bandes d’absorption 
infra-rouges. Nous les avons calculées et inscrites entre parenthéses dans 
le tableau V, en attribuant aux atomes de carbone une charge double et 
de signe contraire de celle des atomes d’hydrogéne prise comme unite ; 
l'intensité a été prise proportionnelle au carré du moment électrique 
oscillant maximum ainsi calculé et proportionnelle à la quatrième puis- 
sance de la fréquence. 
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… L’inspection des figures permet de tirer des conclusions qualitatives 
analogues pour lintensité des raies Raman. Ces raies, on le sait, sont 


toujours faibles en valeur absolue. Celles qui paraissent être relativement 
… les plus intenses ont été marquées m dans le tableau ; les autres, qu’il ne 


ee x = . rae ’ . 

Fa faut guère s’attendre à pouvoir observer, ont été marquées w. Si le mode 
Oe. est inactif en effet Raman, il n’y a aucune indication. 

a 


2 6. Discussion. 


Les fréquences expérimentales Raman choisies comme données de 
départ pour le calcul, C,H, 949 et C,D, 780 em— sont celles qui avaient 
été choisies dans les travaux antérieurs, en particulier par TcHANG, comme 
basses fréquences du mode plan S, chez C,H, et C,D,. Toutes les fréquences 
Raman mentionnées dans ce travail sont celles observées par DE HEMPTINNE 
et ses collaborateurs sur les corps à Pétat liquide, dans les mêmes condi- 
tions physiques. Une meilleure valeur obtenue plus récemment est 
CH, 943. 1 14} f rar 

Les fréquences expérimentales infra-rouges C,H, 950 et C,D, 724 cm— 
(meilleure valeur, plus récente 722) sont celles données respectivement 
par BONNER et SUTHERLAND. 

De plus, il y a les fréquences Raman C,H,D, trans ou cis 863 et 763 cmt 

renseignées par de Hemptinne, dont la première est en accord excellent 
avec la fréquence 869 calculée pour trans et prévue d'intensité moyenne 
en effet Raman. Quant à la seconde, elle paraît en bon accord avec la 
fréquence calculée (A+-B) 754 pour asym, mais cette interprétation doit 
être rejetée, puisque de Hemptinne exclut la présence de asym en quan- 
tité appréciable dans le corps étudié. Cette fréquence ne peut donc 
provenir que d’un mode plan; c’est d’ailleurs l’interprétation qu’en avait 
donnée Tchang. 
Enfin, il y a encore la fréquence Raman relativement intense 996 
attribuée par de Hemptinne à C,H,D et qui, comme la fréquence 863, 
n’avait pas été interprétée dans les travaux théoriques, ni en particulier 
par Tchang, comme fréquence d’un mode plan. Il semble bien certain, 
d’aprés ce qui précéde, et en vertu du théoréme de Lord Rayleigh, que 
996 cm—! ne peut appartenir qu'à un mode plan, puisqu’elle est plus’ 
élevée que n’importe laquelle des trois choisies pour les modes gauches 
de C,H,. Il faudra done, si les résultats précédents sont confirmés, retou- 
cher le calcul de la fonction potentielle des mouvements plans ; c’est la 
conclusion qui se dégage également des résultats de SUTHERLAND. La 
correction sera d’ailleurs très faible, car elle ne proviendra que du léger 
changement de valeur (voir Sutherland) des basses fréquences des modes 
plans S,(Ra) et A,(I. R.). Or, ces fréquences sont très peu « couplées » 
avec les hautes fréquences des mêmes modes, voisines de 3000 cm1. 


Aide vo ts ef 
A cause de la fréquence Hae aetit aie rats db valle | 
ve Une étude des spectres de vibration des divers substitués € ‘i 
: _ J’éthylène nous fait préférer cette dernière attribution. ANA VEN 9. | 

ie ne Si l’on voulait absolument interpréter C,H,D 996 comme fréquence — 
gauche, on serait obligé d'élever la valeur de C C,H, de 800 à 1178 em, ; 
vw ce qui paraît excessif. MNT. 
_ En conclusion, nous eniadeio ns insister sur l'intérêt qui s'attache à 7 
2 l'étude expérimentale des spectres d'absorption des deutéroéthylènes, 
spécialement de C,H,D, trans et des molécules dissymétriques G.H,D et 

À C,HD,. Comme uiadigne le tableau V, on peut s’attendre à trouver des 
; , halides d’absorption assez intenses, dont la position est directement liée 
\ à la valeur de la fréquence totalement inactive chez C,H,. | 


+. 
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cp RER ON (1) rade en mars 1938 
- la Société scientifique de Bruxelles, M. Biot a examiné le problè n 
la taille des lames de quartz. Aprés avoir rappelé mon travail a1 
rieur (2), il a décrit une méthode légèrement différente, mais partant _ 
des mémes remarques initiales sur le « décentrage » des anneaux ne "4 
en lumière convergente entre nicols croisés par les lames à rectifier. 

__ Je tiens à rectifier une erreur qui s’est glissée dans son texte au — 
sujet du résultat de mes calculs et qui tend à en réduire l'intérêt. 
Contrairement à ce qui est dit, mes calculs n’aboutissent pas tout a 
fait à la proposition que «les anneaux que l’on observe sont centrés h 
sur un point correspondant à l’axe optique du quartz » (résultat 
auquel on est conduit par intuition), ils montrent justement que cette 
manière de voir n’est qu’approximative : le centre d’un anneau n’est 
pas sur le rayon d’inclinaison £ qui se réfracterait suivant l'axe . 
optique, mais sur le rayon d’inclinaison =’ = =/cos 2 (où 2 est la 1 /2 
ouverture de l’anneau). Dans le cas d’une lame mince, dégrossie à 7 
ou 8 minutes, on peut être amené à pointer des anneaux pour lesquels 
l'écart entre — et E” peut atteindre la minute. 

Donc, le point de départ de M. Biot tout en étant sensiblement 
le même que le mien est un peu moins rigoureux. 


~ 


(1) A. Brot, Annales de la Société scientifique de Bruxelles, 58, 1938, série I, 
p' 498: 


(2) R. SERVANT, C. R., t. 204, 1937, p. 856; et Revue d’Optique théorique et 
instrumentale, 16, 1937, Dp. 215. 


1 peut se contenter san ons. 7. la note ci-après que 


me communiquer, M. Biot indique les raisons qui on 
Le arguments ne sauraient s'appliquer à ma méthode, qui tien: 


Es du résultat complet des Calculs et ne SR pas de | 


ts successifs. 


RÉPONSE DE M. A. BIOT 
DT. Si je reprends ma note, je lis : 


livante suffisamment approchée tant que l’erreur de taille est faible :», 
Puit la proposition incriminée). 
_ (Je souligne les mots importants pour la rm) 

2. Je reconnais volontiers que M. Servant a calculé la ne de 


. l'écart qui existe en fait entre le centre d’un anneau et l’axe optique 
- quand la perpendicularité n est pas établie. Il résulte toutefois de son 


| calcul que cet écart est toujours faible par rapport à l'erreur de taille. 


+ 


ee 

É 
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Remarquons maintenant que l’on ne peut en général espérer 


| amener une lame à la perpendicularité à la suite d’une seule retouche 


Bt ses faces. Les tatonnements nécessaires ne peuvent manifestement 
être affectés par l'existence du petit écart calculé par M. Servant. 
. D'où l'énoncé rappelé plus haut, qui n’a d'autre prétention que de 
_ servir de ligne de conduite à une règle pratique de travail qui conduit 
d’ailleurs en fait au résultat cherché, ainsi que l'ont montré de nom- 
. breuses « mises à l’axe » de cristaux de quartz. 
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